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Åëåíà Ãåííàäüåâíà Ãàëèöêàÿ � âåäóùèé ñïåöèàëèñò Ôîíäà «Îáùåñòâåííîå
ìíåíèå», äîöåíò Ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà � Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè.
Åôèì Áîðèñîâè÷ Ãàëèöêèé � êàíäèäàò ýêîíîìè÷åñêèõ íàóê, âåäóùèé ñïåöèàëèñò
Ôîíäà «Îáùåñòâåííîå ìíåíèå», äîöåíò Ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà � Âûñøàÿ
øêîëà ýêîíîìèêè.

1 Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ïîêàçàòåëåé â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ
òàêèå, íàïðèìåð, ìåòîäû, êàê àíàëèç ãîìîãåííîñòè, íà÷èíàÿ ñ 13-é âåðñèè ïðîã-
ðàììíîãî ïàêåòà SPSS íàçûâàåìûé íåëèíåéíûì àíàëèçîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò.

Å.Ã. Ãàëèöêàÿ, Å.Á. Ãàëèöêèé
(Ìîñêâà)

ÊËÀÑÒÅÐÛ ÍÀ ÔÀÊÒÎÐÀÕ:
ÊÀÊ ÈÇÁÅÆÀÒÜ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÍÛÕ ÎØÈÁÎÊ?

Â ñòàòüå àíàëèçèðóåòñÿ, ïî÷åìó ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ êëàñòåðíîãî àíà-
ëèçà â ôàêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå áûâàþò íåàäåêâàòíû ñòðóêòóðå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ èçáåæàòü
óêàçàííûõ èñêàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôàêòîðíûé àíàëèç, êëàñòåðíûé àíàëèç, àäåêâàòíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ìåòîäà, ñòðóêòóðà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Êëàñòåðíûé àíàëèç íà ïðàêòèêå íåðåäêî ïðèìåíÿþò â ïðî-
ñòðàíñòâå íå ìíîãî÷èñëåííûõ, êàê ïðàâèëî, èñõîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ, à íåñêîëüêèõ îáîáùåííûõ ïîêàçàòåëåé. Êîãäà ñðåäè èñõîä-
íûõ ïîêàçàòåëåé åñòü íåìåòðè÷åñêèå (íîìèíàëüíûå èëè ïîðÿäêî-
âûå), ïîêà íå ñôîðìèðîâàíû ìåòðè÷åñêèå îáîáùåííûå ïîêàçàòåëè,
ïðèìåíåíèå ìåòîäà k-means, à ïðè áîëüøèíñòâå ìåð ñâÿçè � è ìåòî-
äîâ èåðàðõè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, ïðîñòî íåâîçìîæíî1. Íî è êîãäà
âñå èñõîäíûå ïåðåìåííûå � ìåòðè÷åñêèå, òî ïåðåõîä ê ïðîñòðàíñò-
âó îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ � ôàêòîðîâ � íåðåäêî îêàçûâàåòñÿ
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ïëîäîòâîðíûì: çà ñ÷åò êîíöåíòðàöèè âíèìàíèÿ íà ãëàâíûõ, íàè-
áîëåå òèïè÷íûõ ðàçëè÷èÿõ â èññëåäóåìîì ìàòåðèàëå, îí ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü íàãëÿäíûå, õîðîøî èíòåðïðåòèðóåìûå ðåçóëüòàòû1.

Îïûò, îäíàêî, ïîêàçûâàåò, ÷òî áåçäóìíî ïðèìåíÿòü òàêîé ïîä-
õîä íåëüçÿ. Èíîãäà êëàñòåðíûé àíàëèç â ôàêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
äàåò âíåøíå ïðàâäîïîäîáíûå, íî àáñîëþòíî áåññìûñëåííûå ðå-
çóëüòàòû. Òàêîé ýôôåêò, â ÷àñòíîñòè, áûë áëåñòÿùå ïðîäåìîíñò-
ðèðîâàí À.Î. Êðûøòàíîâñêèì2. Î÷åíü âàæíî ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî
èìåííî â ïîñòðîåííîì èì òåñòîâîì ïðèìåðå ïðèâåëî ê òàêîìó
èòîãó, è êàê íà ïðàêòèêå èçáåæàòü ïîëó÷åíèÿ îøèáî÷íûõ ðåçóëüòà-
òîâ êëàññèôèêàöèè. Âåäü ïîêà ìû íå ïîíèìàåì, â ÷åì âíóòðåííÿÿ
ïðè÷èíà áåññìûñëèöû, ìû ðèñêóåì ïîëó÷àòü åå âíîâü è âíîâü! Â
äàííîé ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ òàêîãî ðîäà âîïðîñû ïðèìåíèòåëüíî
ê ñëó÷àþ ìåòðè÷åñêèõ èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ, êîãäà îáîáùåííûå
ïåðåìåííûå ôîðìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ãëàâ-
íûõ êîìïîíåíò.

Ïîñìîòðèì, êàê îðãàíèçîâàí ðàçðàáîòàííûé À.Î. Êðûøòà-
íîâñêèì òåñòîâûé ìàòåðèàë. Òàáëèöà äàííûõ ñîäåðæèò 500 ñòðîê
è 16 ñòîëáöîâ: A, B1, B2, �, B15. Â ñòîëáöå A 250 åäèíèö è 250
äâîåê, è îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ òàáëè-
öû, êîòîðûå çàòåì ñëóæàò èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ àíàëèçà. Èäåÿ
ýòîãî ðàñ÷åòà â òîì, ÷òî ñòîëáöû B1, B2, �, B15 ðàññ÷èòûâàþòñÿ
ïðè À=1 � ïî îäíîìó ïðàâèëó, à ïðè À=2 � ïî äðóãîìó, è ïðè ýòîì

1 Ó÷èòûâàÿ ïëîäîòâîðíîñòü ïåðåõîäà ê ïðîñòðàíñòâó îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ,
ïðîãðàììíûé ïàêåò SPSS (íà÷èíàÿ ñ 11-é âåðñèè), íàðÿäó ñ ìåòîäîì k-means è
èåðàðõè÷åñêèì êëàñòåðíûì àíàëèçîì, ñîäåðæèò äâóõøàãîâûé ìåòîä êëàñòåðíî-
ãî àíàëèçà, ïðîâîäÿùèé ôàêòîðèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà, à çàòåì êëàñòåðèçàöèþ ñ
ïîäáîðîì îïòèìàëüíîãî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÷èñëà êëàñòåðîâ.
2 Êðûøòàíîâñêèé À.Î.  «Êëàñòåðû íà ôàêòîðàõ» � îá îäíîì ðàñïðîñòðàíåííîì
çàáëóæäåíèè // Ñîöèîëîãèÿ: ìåòîäîëîãèÿ, ìåòîäû, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. 2005.
¹ 21. Ñ. 172�187. (Âòîðîãî àâãóñòà 2005 ã. ïðèøëà âåñòü î áåçâðåìåííîé êîí÷èíå
íàøåãî äîðîãîãî êîëëåãè À.Î. Êðûøòàíîâñêîãî. Áûëî áû íåñïðàâåäëèâî ïî îò-
íîøåíèþ ê ïàìÿòè Àëåêñàíäðà Îëåãîâè÷à ïðåðâàòü íà÷àòîå èì îáñóæäåíèå ñòîëü
âàæíîé òåìû.)
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èñïîëüçóåòñÿ ãåíåðàòîð ïñåâäîñëó÷àéíûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ÷èñåë. Ïðàâèëî ðàñ÷åòà îïèñûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì íèæå
êîìàíäíûì ôàéëîì ôîðìàòà SPSS, îñíîâíûå êîìàíäû êîòîðîãî
ïðèâåäåíû â ñòàòüå À.Î. Êðûøòàíîâñêîãî.

IF (A=1) B1=10*NORMAL(1) .
IF (A=2) B1=20+10*NORMAL(1) .
COMPUTE B2=0 .
…
COMPUTE B15=0 .
EXECUTE .
DO REPEAT R=B2 TO B15 .

IF (A=1) R=B1+20*NORMAL(1) .
IF (A=2) R=B1+20*NORMAL(1)+10 .

END REPEAT .
EXECUTE .

×òîáû ëåã÷å áûëî ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàêèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæ-
íî áûëî áû îæèäàòü îò àíàëèçà äàííûõ â ñòîëáöàõ B1, B2, �, B15,
ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûõ êîëå-
áàíèé íåò. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðàâèëà ðàñ÷åòà:
ïðè À=1: Â1=0, B2=0, �, B15=0;
ïðè À=2: Â1=20, B2=30, �, B15=30.

Äàííûå â ñòîëáöàõ B2, B3, �, B15 â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò
ìåæäó ñîáîé è ëèíåéíî ñâÿçàíû ñî ñòîëáöîì B1, ïðè÷åì êîýôôè-
öèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí 1,5. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ôàê-
òà ïîêàæåì, êàê âûãëÿäÿò ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè â ïëîñêîñòè
Â1-Â2 (ðèñ. 1): îäíè 250 òî÷åê ïðîåöèðóþòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíà-
òàìè (0, 0), à äðóãèå � ñ êîîðäèíàòàìè (20, 30).
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Ðèñ. 1. Ðàñïîëîæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðè
îòñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ êîëåáàíèé

Òî÷íî òàê æå âûãëÿäÿò ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè â îñÿõ Â1-Â3,
Â1-Â4, �, Â1-Â15. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêèõ äàííûõ ìàòðèöà êîððå-
ëÿöèè ìåæäó ñòîëáöàìè B1, B2, �, B15 ñîñòîèò èç îäíèõ åäèíèö è
ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Òåì íå ìåíåå, ïðîãðàììà ôàêòîðíîãî àíà-
ëèçà èç ïàêåòà SPSS óñïåøíî ñïðàâëÿåòñÿ ñî ñâîåé çàäà÷åé è ñòðîèò
ðîâíî îäèí ôàêòîð, êîòîðûé, åñòåñòâåííî, îáúÿñíÿåò âñå 100% äèñ-
ïåðñèè èñõîäíîãî ìàòåðèàëà (òàáë. 1, òðè ïðàâûõ ñòîëáöà).

Ñïðàâëÿåòñÿ ñî ñâîåé ïðîñòåéøåé â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷åé
è êëàñòåðíûé àíàëèç íà ôàêòîðå (àëãîðèòì K-ñðåäíèõ): èòîãîâîå
ðàçáèåíèå ñòðîê íà äâà êëàññà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåñòîâûì
ñòîëáöîì À.

Èòàê, ïðîáëåìû â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ýòèõ àëãîðèòìîâ ìîãóò
âîçíèêàòü, êîãäà äàííûå ñîäåðæàò ñëó÷àéíóþ ïîìåõó. Ïðèâåäåì
ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê â ïëîñêîñòè Â1-Â2 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (ðèñ. 2).
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Òàáëèöà 1
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÌÅÆÄÓ ÔÀÊÒÎÐÀÌÈ ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ

ÄÀÍÍÛÕ ÏÐÈ ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÎÒÊËÎÍÅÍÈÉ
Ïåðâîíà÷àëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà (Initial

Eigenvalues)
Ñóììû êâàäðàòîâ ôàêòîðíûõ íàãðóçîê

(Extraction Sums of Squared Loadings)
Íîìåð ôàêòîðà

(Components) Âñåãî

(Total)

% äèñïåðñèè

(% of
Variance)

Íàðàñòàþùèì

èòîãîì, %
(Cumulative %)

Âñåãî

(Total)

% äèñïåðñèè

(% of
Variance)

Íàðàñòàþùèì

èòîãîì, %
(Cumulative %)

1 15,0 100,0 100,0 15,0 100,0 100,0

2 0,0 0,0 100,0

… … … …

15 0,0 0,0 100,0
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Ðèñ. 2. Ðàñïîëîæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðè íàëè÷èè
ñëó÷àéíûõ êîëåáàíèé â äàííûõ

Áåëûìè êðóæêàìè íà ýòîì ðèñóíêå ïîêàçàíû òî÷êè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñòðîêàì ñ À=1, ÷åðíûìè òî÷êàìè � ñ À=2. Èç ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü íàáëþäåíèé â ðåçóëüòàòå ñëó÷àé-
íûõ îòêëîíåíèé «ïåðåìåøèâàåòñÿ», îòêëîíÿåòñÿ îò «ñâîåãî» öåí-
òðà íàñòîëüêî, ÷òî îêàçûâàåòñÿ áëèæå ê «÷óæîìó». Ïîýòîìó ðå-
çóëüòàòû ðàáîòû êëàñòåðíîãî àíàëèçà íå ìîãóò íå îòëè÷àòüñÿ
îò ñòîëáöà À. (Êëàñòåðíûé àíàëèç íå îáëàäàåò àïïàðàòóðîé ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ «ñâîé-÷óæîé». Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåííûé íàìè ìåòîä
K-means ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàçíåñåíèÿ îáúåêòîâ ïî êëàññàì, èñõîäÿ
èç èõ áëèçîñòè ê öåíòðó.) È äåéñòâèòåëüíî, ïðè êëàñòåðíîì àíàëèçå
íà âñåõ ñòîëáöàõ òàáëèöû äàííûõ ïðèìåðíî 8% ñòðîê ïîïàäàþò â
íåäèàãîíàëüíûå êëåòêè òàáëèöû ñîïðÿæåííîñòè, ò.å. êëàññèôèöèðó-
þòñÿ âìåñòå íå ñî «ñâîèìè», à ñ «÷óæèìè» ñòðîêàìè (òàáë. 2).
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Ïîñêîëüêó, êàê ìû âèäåëè, ýòî íå îøèáêè êëàññèôèêàöèè, à
ðåçóëüòàò áîëüøèõ ñëó÷àéíûõ îòêëîíåíèé â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ, áóäåì ñ÷èòàòü ýòàëîíîì êëàññèôèêàöèè íå ñòîëáåö À, à
ðåçóëüòàòû ðàáîòû êëàñòåðíîãî àíàëèçà íà âñåõ ñòîëáöàõ òàáëèöû.
Èìåííî ñ íèìè ìû áóäåì ñðàâíèâàòü êëàññèôèêàöèþ íà ôàêòîðàõ.

Âåðíåìñÿ ê ðèñ. 2. Íà íåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè îáðàçóþò
ðàçìûòûé ýëëèïñ, ãëàâíàÿ îñü êîòîðîãî ñîåäèíÿåò ïîêàçàííûå íà
ðèñ. 1 òî÷êè (0, 0) è (20, 30), ò.å. ëåæèò íà ëèíèè Â2 = 1,5⋅Â1. Ôàêòîðíûé
àíàëèç ýòó îñü ýëëèïñà ðàññåÿíèÿ ëåãêî ðàñïîçíàåò (ðèñ. 3 è òàáë. 3).
Ïåðâûé ôàêòîð, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòó îñü, îáúÿñíÿåò 51,5%
äèñïåðñèè ìàòåðèàëà (åãî ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíî 7,7), à íà
êàæäûé èç ïîñëåäóþùèõ (ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê ýòîé îñè) ôàêòîðîâ
ïðèõîäèòñÿ âñåãî îò 4,8% äî 0,6% äèñïåðñèè ìàòåðèàëà
(ñîáñòâåííûå ÷èñëà 0,7 è íèæå).

Òðè ïðàâûõ ñòîëáöà òàáë. 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè íå ìåíÿòü
ðåêîìåíäóåìûõ SPSS óñòàíîâîê, áóäåò îòîáðàí äëÿ äàëüíåéøåãî
àíàëèçà òîëüêî îäèí ôàêòîð. Î ñóòè ýòèõ óñòàíîâîê íåîáõîäèìî
ñäåëàòü òåõíè÷åñêîå ïîÿñíåíèå.

Êàê èçâåñòíî, ïðîöåäóðà ôàêòîðíîãî àíàëèçà (ìåòîä ãëàâíûõ
êîìïîíåíò) íà÷èíàåò ðàáîòó ñ òîãî, ÷òî öåíòðèðóåò è íîðìèðóåò
êàæäûé ñòîëáåö èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîñëå öåíòðèðîâàíèÿ è íîð-
ìèðîâàíèÿ äèñïåðñèÿ êàæäîãî ñòîëáöà ñòàíîâèòñÿ, åñòåñòâåííî,

Òàáëèöà 2
ÊÐÎÑÑ-ÒÀÁÓËßÖÈß ÑÒÎËÁÖÀ À È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ
ÀÍÀËÈÇÀ ÍÀ ÂÑÅÕ ÑÒÎËÁÖÀÕ ÈÑÕÎÄÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ ÄÀÍÍÛÕ,

% ïî òàáëèöå
Çíà÷åíèå

â ñòîëáöå À

Âñåãî

(Total)

1 2

Íîìåð êëàñòåðà íà 1 45,2 3,2 48,4

ñòîëáöàõ Â1, �, Â15 2 4,8 46,8 51,6

Âñåãî (Total) 50,0 50,0 100,0
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Íîìåð ôàêòîðà (Component Number)

Ðèñ. 3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè, îáúÿñíÿåìîé ôàêòîðîì,
îò íîìåðà ôàêòîðà (Screen Plot èëè «êàìåíèñòàÿ îñûïü»)
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1 Èìååòñÿ â âèäó äèñïåðñèÿ ìíîãîìåðíîé (âåêòîðíîé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Êàê
èçâåñòíî, äèñïåðñèÿ âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = {x
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ïðîñòðàíñòâå ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå
ñëóæàò åå êîîðäèíàòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì:
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 � äèñïåðñèÿ ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, jx  è  

jxD  � ñîîòâåòñòâåí-

íî ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  jx , N � ÷èñëî
íàáëþäåíèé.

ðàâíîé åäèíèöå- äèñïåðñèÿ êàæäîãî ñòîëáöà ñòàíîâèòñÿ, åñòå-
ñòâåííî, ðàâíîé åäèíèöå, à äèñïåðñèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòå-
ðèàëà â öåëîì1 � ñóììå äèñïåðñèé ñòîëáöîâ, ò.å. ÷èñëó ñòîëáöîâ.

Ðèñ. 3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè, îáúÿñíÿåìîé ôàêòîðîì,
îò íîìåðà ôàêòîðà (Screen Plot èëè «êàìåíèñòàÿ îñûïü»)

1 Èìååòñÿ â âèäó äèñïåðñèÿ ìíîãîìåðíîé (âåêòîðíîé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Êàê
èçâåñòíî, äèñïåðñèÿ âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = {x

1
, x

2
, �x

k
} â k-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå
ñëóæàò åå êîîðäèíàòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì:
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jxD  � ñîîòâåòñòâåí-

íî ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  jx , N � ÷èñëî
íàáëþäåíèé.

ðàâíîé åäèíèöå, à äèñïåðñèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà â
öåëîì1 � ñóììå äèñïåðñèé ñòîëáöîâ, ò.å. ÷èñëó ñòîëáöîâ.

Ðèñ. 3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè, îáúÿñíÿåìîé ôàêòîðîì,
îò íîìåðà ôàêòîðà (Screen Plot èëè «êàìåíèñòàÿ îñûïü»)
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Òàáëèöà 3
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÌÅÆÄÓ ÔÀÊÒÎÐÀÌÈ ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ

ÄÀÍÍÛÕ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ Â ÄÀÍÍÛÕ
Ïåðâîíà÷àëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

(Initial Eigenvalues)
Ñóììû êâàäðàòîâ ôàêòîðíûõ íàãðóçîê

(Extraction Sums of Squared Loadings)

Íîìåð ôàêòîðà

(Components)

Âñåãî

(Total)

% äèñïåðñèè

(% of
Variance)

Íàðàñòàþùèì

èòîãîì, %

(Cumulative %)

Âñåãî

(Total)

% äèñïåðñèè

(% of
Variance)

Íàðàñòàþùèì

èòîãîì, %

(Cumulative %)
1 7,7 51,5 51,5 7,7 51,5 51,5

2 0,7 4,8 56,4

3 0,7 4,4 60,8

4 0,6 4,2 65,0

5 0,6 4,1 69,1

6 0,6 3,9 73,0

7 0,6 3,8 76,8

8 0,5 3,6 80,5

9 0,5 3,5 84,0

10 0,5 3,4 87,4

11 0,5 3,2 90,6

12 0,5 3,1 93,7

13 0,4 2,9 96,6

14 0,4 2,7 99,4

15 0,1 0,6 100,0
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Ôàêòîðû ïðîïîðöèîíàëüíû ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû
êîððåëÿöèè ìåæäó ñòîëáöàìè òàáëèöû äàííûõ. Òåõíè÷åñêè ïðè
æåëàíèè ìîæíî ïîñòðîèòü ðîâíî ñòîëüêî ôàêòîðîâ, ñêîëüêî ñòîëá-
öîâ â òàáëèöå äàííûõ (ñì. òðè ëåâûõ ñòîëáöà òàáë. 1). Ñóììàðíàÿ
äèñïåðñèÿ, îáúÿñíåííàÿ ýòèìè ôàêòîðàìè, ðàâíàÿ ñóììå ñîáñò-
âåííûõ ÷èñåë, ñîñòàâèò ìíîãîìåðíóþ äèñïåðñèþ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîãî ìàòåðèàëà (â íàøåì ïðèìåðå � 15). Íî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ýòà
äèñïåðñèÿ ìàòåðèàëà ìåæäó ôàêòîðàìè óæå íå ïîðîâíó, êàê ìåæäó
öåíòðèðîâàííûìè è íîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè òàáëèöû èñõîä-
íûõ äàííûõ. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ, îáúÿñíåííàÿ
ïåðâûì ôàêòîðîì, íà ïîðÿäîê áîëüøå äèñïåðñèè, îáúÿñíåííîé
âòîðûì.

Ãðàôè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò (ñì. ðèñ. 2), ÷òî äëèíà ãëàâíîé îñè
ýëëèïñà ðàññåÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó ôàêòîðó, îòíîñèòñÿ
ê äëèíå ïåðïåíäèêóëÿðíîé åé îñè, ñîîòâåòñòâóþùåé âòîðîìó ôàê-
òîðó, êàê êîðåíü êâàäðàòíûé èç îòíîøåíèÿ èõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë,
ò.å. â ñëåäóþùåå ÷èñëî ðàç:

.3,3
7,0

7,7

2

1 ==
λ
λ

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëëèïñ ðàññåÿíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ â íàøåì ñëó÷àå ñèëüíî âûòÿíóò. Ñîäåðæàòåëüíî ïðè÷èíà ýòîé
âûòÿíóòîñòè ýëëèïñà, ò.å. ñòîëü áîëüøîãî ðàçðûâà â äèñïåðñèè,
îáúÿñíåííîé ïåðâûì è âòîðûì, à òàêæå îñòàëüíûìè ôàêòîðàìè,
ÿñíà: ìåòîä ñïîñîáåí îòëè÷èòü äåéñòâèòåëüíûå çàêîíîìåðíîñòè
(â äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóåìûå ïåðâûì ôàêòîðîì) îò ñëó-
÷àéíûõ êîëåáàíèé, ïîäñòðîèòüñÿ ê êîòîðûì ïûòàþòñÿ äðóãèå
ôàêòîðû. Åñëè æå (êàê â íàøåì ñëó÷àå) äðóãèõ çàêîíîìåðíîñòåé
íåò, îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ïðî÷èìè ôàê-
òîðàìè ïðàêòè÷åñêè ïîðîâíó.

Èñõîäÿ èç ýòîé ëîãèêè, ïî óìîë÷àíèþ ïðîöåäóðà ôàêòîðíîãî
àíàëèçà îòáèðàåò äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ëèøü ôàêòî-
ðû, êàæäûé èç êîòîðûõ îáúÿñíÿåò áîëüøå äèñïåðñèè, ÷åì îäèí
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ñòîëáåö èñõîäíîé ìàòðèöû äàííûõ ïîñëå åãî öåíòðèðîâàíèÿ è íîð-
ìèðîâàíèÿ, ò.å. ôàêòîðû ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, ïðåâûøàþùèì
åäèíèöó. Ñëåäóÿ ýòîìó êðèòåðèþ, â íàøåì ñëó÷àå íàäî îãðàíè-
÷èòüñÿ îäíèì ôàêòîðîì.

Â ðåçóëüòàòå êëàñòåðíîãî àíàëèçà (ïðîöåäóðà Ê-ñðåäíèõ) íà îñè
ïåðâîãî ôàêòîðà ëèøü 0,8% îò ÷èñëà âñåõ ñòðîê òàáëèöû (4 ñòðîêè
èç 500) êëàññèôèöèðóþòñÿ èíà÷å, ÷åì íà èñõîäíûõ äàííûõ (òàáë. 4).

Òàáëèöà 4
ÊÐÎÑÑ-ÒÀÁÓËßÖÈß ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ ÍÀ
ÎÄÍÎÌ ÔÀÊÒÎÐÅ È ÍÀ ÂÑÅÕ ÑÒÎËÁÖÀÕ ÈÑÕÎÄÍÎÉ ÒÀÁËÈÖÛ

ÄÀÍÍÛÕ, % ïî òàáëèöå
Ýòàëîííàÿ êëàññèôèêàöèÿ

(íà ñòîëáöàõ Â1, �, Â15)

Âñåãî

(Total)

1 2

Êëàñòåðû íà 1 48,4 0,8 49,2

îäíîì ôàêòîðå 2 0,0 50,8 50,8

Âñåãî (Total) 48,4 51,6 100,0

Èòàê, êëàñòåðíûé àíàëèç íà îäíîì ôàêòîðå äàåò ïðàêòè÷åñêè òîò
æå ðåçóëüòàò, ÷òî è íà âñåõ 15 èñõîäíûõ ñòîëáöàõ òàáëèöû äàííûõ.

Êàê ïîêàçàë À.Î. Êðûøòàíîâñêèé, ñèòóàöèÿ ìîæåò êàðäè-
íàëüíî èçìåíèòüñÿ, åñëè âûáðàòü äëÿ àíàëèçà íå îäèí, à áîëüøå
ôàêòîðîâ. Ïðè ýòîì ÷àñòî èñõîäÿò èç òîãî, ÷òî áîëüøåå ÷èñëî
ôàêòîðîâ îáúÿñíèò áîëåå âûñîêóþ äîëþ äèñïåðñèè, ÷åì îäèí. Òàê,
â ñòàòüå À.Î. Êðûøòàíîâñêîãî áûëî âûáðàíî ÷åòûðå ôàêòîðà, ïî-
ñêîëüêó îíè îáúÿñíÿþò â ñîâîêóïíîñòè 65,0%, à íå 51,5% äèñïåð-
ñèè1 (ñì. òàáë. 3). Â òàêîì ñëó÷àå êëàñòåðíûé àíàëèç äåéñòâèòåëüíî

1 Â ñèëó èñïîëüçîâàíèÿ ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íàøè ðàñ÷åòû íåñêîëüêî
îòëè÷àþòñÿ îò îïèñàííûõ â ñòàòüå À.Î. Êðûøòàíîâñêîãî. Íàïðèìåð, â íåé ÷åòû-
ðå ôàêòîðà îáúÿñíÿþò íå 65%, êàê ó íàñ, à îêîëî 67% äèñïåðñèè. Îäíàêî ýòè
ðàçëè÷èÿ ñîäåðæàòåëüíî íè÷åãî íå ìåíÿþò.
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äàåò î÷åíü ïëîõîé ðåçóëüòàò: íåïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóåòñÿ 125
ñòðîê, ò.å. ðîâíî ÷åòâåðòü (ñì. òàáë. 5).

Òàáëèöà 5
ÊÐÎÑÑ-ÒÀÁÓËßÖÈß ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ ÍÀ

×ÅÒÛÐÅÕ ÔÀÊÒÎÐÀÕ È ÍÀ ÂÑÅÕ ÑÒÎËÁÖÀÕ ÈÑÕÎÄÍÎÉ
ÒÀÁËÈÖÛ ÄÀÍÍÛÕ, % ïî òàáëèöå

Ýòàëîííàÿ êëàññèôèêàöèÿ

(íà ñòîëáöàõ Â1, �, Â15)

Âñåãî

(Total)

1 2

Êëàñòåðû íà 1 37,2 13,8 51,0

÷åòûðåõ ôàêòîðàõ 2 11,2 37,8 49,0

Âñåãî (Total) 48,4 51,6 100,0

Ïðè÷èíó íåïðàâèëüíîé ðàáîòû ýòîãî ìåòîäà èëëþñòðèðóåò
ðèñ. 4.

Ðèñ. 4. Ðàñïîëîæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê
â îñÿõ ïåðâûõ äâóõ ôàêòîðîâ
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Èç ïðèâåäåííîãî âûøå ðèñóíêà âèäíî, ðåøåíèÿ êàêîé çàäà÷è
ìû îæèäàëè îò êëàñòåðíîãî àíàëèçà è ïî÷åìó ýòîãî ñäåëàòü íå
óäàëîñü. Êðåñòèêàìè íà íåì ïîêàçàíû ñòðîêè, êîòîðûå, ñîãëàñíî
ýòàëîííîé êëàññèôèêàöèè íà èñõîäíûõ ñòîëáöàõ òàáëèöû, îòíîñÿò-
ñÿ ê ïåðâîìó êëàñòåðó, à ÷åðíûìè òðåóãîëüíèêàìè � êî âòîðîìó.
Î÷åâèäíî, ÷òî äåéñòâèòåëüíî åäèíñòâåííûì ñóùåñòâåííûì äëÿ
ðàñïîçíàâàíèÿ ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé: ïðîåêöèè âñåõ òî÷åê
âòîðîãî ýòàëîííîãî êëàñòåðà íà åãî îñè ðàñïîëàãàþòñÿ ïðàâåå,
÷åì òî÷êà ïåðâîãî ýòàëîííîãî êëàñòåðà. Â ïðîñòðàíñòâå æå äâóõ
ôàêòîðîâ ýòàëîííûå êëàñòåðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ äâà ïîëóøà-
ðà, ðàñïîëîæåííûõ âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó. Îäíàêî êëàñòåðíûé
àíàëèç (ìåòîä Ê-ñðåäíèõ) íàöåëåí íà âûÿâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå
íå ïîëóøàðîâ, à ôîðì, áëèçêèõ ê øàðîîáðàçíîé.

Èòàê, íåóäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò êëàñòåðíîãî àíàëèçà
âïîëíå çàêîíîìåðåí. Îí ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äâóõ îáñòîÿòåëüñòâ:
âî-ïåðâûõ, âûáîðà èçëèøíåãî ÷èñëà ôàêòîðîâ è, âî-âòîðûõ, èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ áåç âñÿêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïîÿñíèì ïîñëåäíþþ ìûñëü. Ñðàâíèì ðèñ. 2 è ðèñ. 4. Íà ðèñ. 2
äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ âûòÿíóòûé ýëëèïñîèä, êîòîðûé êëà-
ñòåðíûé àíàëèç ñ ëåãêîñòüþ «ðàçðåçàåò» íà äâà «ïî÷òè øàðà». À
íà ðèñ. 4 ýëëèïñîèä ìîäèôèöèðîâàí ïðàêòè÷åñêè â øàð. Ìû ñ÷è-
òàåì ïðàâèëüíûì ðàçäåëåíèå òî÷åê, èçîáðàæåííûõ íà ýòîì ðè-
ñóíêå, âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé. Íî ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàñòåðíîãî àíà-
ëèçà ëþáûå ðàçäåëåíèÿ ýòîãî øàðà íà äâå ïîëîâèíêè ïðàêòè÷åñ-
êè ðàâíîïðàâíû. Íàïðèìåð, åñëè áû ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
ñðàáîòàë íåìíîãî èíà÷å, òî áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì â ñìûñëå
êîìïàêòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê âïîëíå ìîãëî áû îêàçàòüñÿ, íà-
ïðèìåð, ðàçäåëåíèå ïî ãîðèçîíòàëè. Òîãäà îøèáîê â êëàññèôèêà-
öèè áûëî áû ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ÷åòâåðòü.

Èòàê, êëàñòåðíûé àíàëèç íå îïðàâäûâàåò íàøè îæèäàíèÿ èç-
çà «ñïëþùèâàíèÿ» ïåðâîíà÷àëüíîãî ýëëèïñîèäà äàííûõ ïî ãëàâ-
íîé îñè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïåðåõîäå îò ðèñ. 2 ê ðèñ. 4 ìû çàáû-
ëè, ÷òî ôàêòîðû îáúÿñíÿþò ñîâåðøåííî ðàçíûå äîëè äèñïåðñèè



Å.Ã. Ãàëèöêàÿ, Å.Á. Ãàëèöêèé

158

ìàòåðèàëà, ÷òî ãëàâíàÿ îñü ïåðâîíà÷àëüíîãî ýëëèïñîèäà ðàññåÿ-
íèÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â 3,3 ðàçà äëèííåå âòîðîé. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ðàçëè÷èå íà îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó ïî îñè ïåðâîãî
ôàêòîðà áîëåå ÷åì âòðîå âàæíåå ïðè êëàññèôèêàöèè, ÷åì
òàêîå æå ðàçëè÷èå ïî âòîðîìó. Ýòà èíôîðìàöèÿ îòñóòñòâóåò
íà ðèñ. 4, òàì ôàêòîðû ïîëíîñòüþ ðàâíîïðàâíû, äèñïåðñèÿ êàæ-
äîãî èç íèõ ðàâíà åäèíèöå.

Äëÿ âûõîäà èç ýòîé ñèòóàöèè ìû ïðåäëàãàåì ïåðåä âûïîëíå-
íèåì êëàñòåðíîãî àíàëèçà âåðíóòü êàæäîìó ôàêòîðó òó äèñïåð-
ñèþ, êîòîðóþ îí îáúÿñíÿåò â èñõîäíîì ìàòåðèàëå1. Äëÿ ýòîãî
êàæäûé ôàêòîð óìíîæàåòñÿ íà êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñî-
îòâåòñòâóþùåãî åìó ñîáñòâåííîãî ÷èñëà. Ýòî ïðåîáðàçîâà-
íèå ìû èñïîëüçóåì â íàøåé ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòå óæå ìíîãî ëåò,
è êàæäûé ðàç åãî ïðèìåíåíèå îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïëîäîòâîðíûì.

Ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçèòñÿ ðèñ. 4 ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ (ðèñ. 5).

Ìû âèäèì, ÷òî ïåðåä íàìè ïðàêòè÷åñêè òî÷íàÿ, òîëüêî
ïîâåðíóòàÿ, êîïèÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî ýëëèïñîèäà ðàññåÿíèÿ,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 22. Ïîýòîìó è ðåçóëüòàòû êëàñòåðíîãî
àíàëèçà íà ÷åòûðåõ ïðåîáðàçîâàííûõ òàêèì îáðàçîì ôàêòîðàõ
èñêëþ÷èòåëüíî òî÷íû (òàáë. 6).

1 Äëÿ ïðîñòîòû ìû íå îáñóæäàåì çäåñü ïîäðîáíî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó èñõîäíûé
ìàòåðèàë, íåñêîëüêî ïðåîáðàçîâàííûé ïóòåì ñòàíäàðòèçàöèè (öåíòðèðîâàíèÿ è
íîðìèðîâàíèÿ) èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ.
2 Îïåðàöèÿ ñòàíäàðòèçàöèè, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåé ñíîñêå, â äàí-
íîì ñëó÷àå íè÷åãî ñóùåñòâåííîãî íå ìåíÿåò. Â ÷àñòíîñòè, ýëëèïñîèä ðàññåÿíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå ïåðâûõ äâóõ îñåé ïîñëå ñòàíäàðòèçàöèè ýòèõ ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò
ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê íà ðèñ. 2, òîëüêî åãî ãëàâíàÿ îñü ëåæèò íà áèññåêòðèñå
êîîðäèíàòíîãî óãëà.



Ê
ëàñò

åðû
 íà ô

àêò
îðàõ...

159

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Ôàêòîð 1, óìíîæåííûé íà êîðåíü èç ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà

-3

-2

-1

0

1

2

3
Ô

à
ê
òî

ð
 2

, 
ó
ì

í
î

æ
å

í
í

û
é

 í
à

 ê
î

ð
å

í
ü

 è
ç 

â
ò
î

ð
î

ãî
 ñ

î
á

ñ
òâ

å
í

í
î

ãî
 ÷

è
ñ
ë

à

Ðèñ. 5. Ðàñïîëîæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê â îñÿõ
ïåðâûõ äâóõ ïðåîáðàçîâàííûõ ôàêòîðîâ
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Òàáëèöà 6
ÊÐÎÑÑ-ÒÀÁÓËßÖÈß ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÊËÀÑÒÅÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ ÍÀ

×ÅÒÛÐÅÕ ÔÀÊÒÎÐÀÕ È ÍÀ ÂÑÅÕ ÑÒÎËÁÖÀÕ ÈÑÕÎÄÍÎÉ
ÒÀÁËÈÖÛ ÄÀÍÍÛÕ, % ïî òàáëèöå

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè â ïðîñòðàíñòâå
ïðåîáðàçîâàííûõ ôàêòîðîâ ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìû îò ýòàëîí-
íîé êëàññèôèêàöèè, ïîëó÷åííîé íà âñåì íàáîðå èñõîäíûõ ñòîëá-
öîâ. Áîëåå òîãî, ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè åùå ìåíüøå, ÷åì ïðè ïî÷òè
áåçîøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè íà îñè îäíîãî ëèøü ïåðâîãî ôàêòî-
ðà (ñì. òàáë. 4): òåïåðü äàæå íå ÷åòûðå, à ëèøü òðè ñòðî÷êè èç
ïÿòèñîò êëàññèôèöèðîâàíû èíà÷å, ÷åì â ýòàëîííîé êëàññèôèêàöèè.

* * *
Ìû ðàññìîòðåëè ïðè÷èíû, ñïîñîáíûå ïðèâåñòè ê ñåðüåçíûì

èñêàæåíèÿì ïðè âûïîëíåíèè êëàñòåðíîãî àíàëèçà â ïðîñòðàíñòâå
ôàêòîðîâ, ïîñòðîåííûõ ìåòîäîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò. Òàêèõ ïðè-
÷èí äâå: âûáîð ñëèøêîì áîëüøîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ è èñêàæåíèå
ïðîïîðöèé ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà ïîñëå ïåðåõîäà îò èñ-
õîäíûõ ïîêàçàòåëåé ê ôàêòîðàì. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ïðîáëåì ðåøà-
åòñÿ ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ ôàêòîðîâ ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè,
ìåíüøèìè åäèíèöû. (Ïîëåçåí è ýìïèðè÷åñêèé êðèòåðèé «êàìå-
íèñòîé îñûïè», êîòîðûé â äàííîé ñòàòüå íå îáñóæäàåòñÿ.) ×òî
æå êàñàåòñÿ âòîðîé ïðîáëåìû, òî íàìè ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà,
ïîçâîëÿþùàÿ åå ïîëíîñòüþ ïðåîäîëåòü ïóòåì óìíîæåíèÿ êàæ-
äîãî ôàêòîðà íà êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó
ôàêòîðó ñîáñòâåííîãî ÷èñëà.

Ýòàëîííàÿ êëàññèôèêàöèÿ

(íà ñòîëáöàõ Â1, �, Â15)

Âñåãî

(Total)

1 2

1 48,4 0,6 49,0Êëàñòåðû íà ÷åòûðåõ

ïðåîáðàçîâàííûõ ôàêòîðàõ 2 0,0 51,0 51,0

Âñåãî (Total) 48,4 51,6 100,0
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Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, êëàñòåðíûé àíàëèç íà ôàêòîðàõ âûïîë-
íÿòü ìîæíî, íî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ãëóáîêî ÷óâñòâîâàòü ñóòü
ïðèìåíÿåìûõ ïðîöåäóð è ïðèíèìàòü ñïåöèàëüíûå ìåðû, ÷òîáû
èçáåæàòü îïàñíîñòåé, áëåñòÿùå ïðîäåìîíñòðèðîâàííûõ íàøèì
êîëëåãîé À.Î. Êðûøòàíîâñêèì â åãî ïîñëåäíåé ñòàòüå.


