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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ È ÀÍÀËÈÇ ÄÀÍÍÛÕ

À.Â. Åðìîëàåâ
(Ìîñêâà)

ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ È ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈÈ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
ÄÀÍÍÛÕ Î ÁËÈÇÎÑÒÈ

Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ìîäåëåé àíàëèçà è âèçóàëèçàöèè ìàòðèö áëè-
çîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè êëàññà ìîäåëåé: ïðîñòðàíñòâåííûå, òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûå è ãðàôû. Îñóæäàþòñÿ ôîðìàëüíûå è ñîäåðæàòåëüíûå
àñïåêòû ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé ê àíàëèçó ñîöèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòðèöà áëèçîñòè, ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå, êëàñ-
ñèôèêàöèÿ, èåðàðõè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, àääèòèâíàÿ êëàñòåðèçàöèÿ,
êà÷åñòâåííûé ôàêòîðíûé àíàëèç, óëüòðàìåòðè÷åñêèå äåðåâüÿ, àääèòèâ-
íûå äåðåâüÿ, ñåòè.

Ñîöèàëüíûå ÿâëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
âçàèìîñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, çà÷àñòóþ íåïîääàþùèõñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ. Ýòèì ëàòåíòíûì ïåðåìåííûì íà ïðàê-
òèêå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ýìïèðè÷åñêèõ èíäèêà-
òîðîâ. Òåì ñàìûì ñîöèîëîãè÷åñêèå äàííûå èìåþò ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó è îäíà èç èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ � êîìïàêòíîå åå
îïèñàíèå.

Îáû÷íî ñîöèîëîã èìååò äåëî ñ äàííûìè òèïà «îáúåêò-ïðè-
çíàê», íî íåðåäêî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü èçó÷åíèÿ äàííûõ èíîãî âèäà,
â ÷àñòíîñòè, òàêèõ, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äàííûå î
áëèçîñòè îáúåêòîâ. Ýòè äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöó (èëè
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íåñêîëüêî ìàòðèö), ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé îòâå÷àþò íåêîòî-
ðûì èíòåðåñóþùèì èññëåäîâàòåëÿ îáúåêòàì. Íà ïåðåñå÷åíèè i-é
ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ýòîé ìàòðèöû ñòîèò îöåíêà òîãî, íàñêîëüêî
ñõîäíû èëè ðàçëè÷íû i-é è j-é îáúåêòû.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ äàííûõ î áëèçîñ-
òè (ñì., íàïðèìåð, [1; 2]). Ýòî ìîãóò áûòü êàê ïðÿìûå îöåíêè
ðåñïîíäåíòîâ î ñõîäñòâå èëè ðàçëè÷èè îáúåêòîâ, òàê è ðåçóëüòàò
àãðåãèðîâàíèÿ äàííûõ òèïà «îáúåêò-ïðèçíàê». Â êà÷åñòâå äàí-
íûõ î áëèçîñòè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êîððåëÿöèîííûå ìàòðè-
öû, ïîñòðîåííûå äëÿ îáúåêòîâ èëè ïðèçíàêîâ, ñîöèîìåòðè÷åñêèå
äàííûå, òàáëèöû ìîáèëüíîñòè è ò.ï.

Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ìåòîäîâ àíàëèçà äàííûõ î áëèçîñòè.
Â ëèòåðàòóðå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ðàçäåëåíèå ýòèõ ìî-
äåëåé íà ïðîñòðàíñòâåííûå ìîäåëè, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íûå ìîäåëè è ãðàôû.

Ïðîñòðàíñòâåííûå ìîäåëè âêëþ÷àþò â ñåáÿ øèðîêèé êëàññ
ìåòîäîâ ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ. Îíè ïîçâîëÿþò ïðåäñòà-
âèòü îáúåêòû êàê òî÷êè â íåêîòîðîì ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
îáðàçîâàííîì íåïðåðûâíûìè ëàòåíòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íåâåëè-
êà (2 èëè 3), ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ñòðóêòóðó äàííûõ ãðàôè-
÷åñêè â ïðîñòîé, èíòóèòèâíî ïîíÿòíîé ôîðìå. ×åì áëèæå ðàñïî-
ëîæåíû òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå, òåì áîëåå ñõîæè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îáúåêòû è íàîáîðîò.

Â ðàìêàõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ïîäõîäà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî îáúåêòû õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì äèñêðåòíûõ ïðè-
çíàêîâ, ò.å. îáëàäàþùèõ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé. Îáû÷-
íî ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî, è êàæäîå çíà÷åíèå ìîæíî îáîçíà÷èòü
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì èëè áóêâîé (äèñêðåòíûì ïðèçíàêîì ÿâëÿåò-
ñÿ, íàïðèìåð, íàöèîíàëüíîñòü; «1» îçíà÷àåò «ðóññêèé», «2» − «ôðàí-
öóç» è ò.ä.). Êàæäîìó çíà÷åíèþ ïðèçíàêà îòâå÷àåò îïðåäåëåííàÿ
õàðàêòåðèñòèêà îáúåêòîâ («áûòü ðóññêèì», «áûòü ôðàíöóçîì» è
ò.ä.), êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññ èëè ìíîæåñòâî
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îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ ýòîé õàðàêòåðèñòèêîé. Òàê, î÷åâèäíî, õà-
ðàêòåðèñòèêà «ðóññêèé» çàäàåò îïðåäåëåííûé êëàññ ëþäåé � òåõ,
êîòîðûå èìåþò óêàçàííóþ íàöèîíàëüíîñòü.

Ãðàôû ÿâëÿþòñÿ åùå îäíèì ìîùíûì èíñòðóìåíòîâ àíàëè-
çà è âèçóàëèçàöèè ñòðóêòóðû äàííûõ î áëèçîñòè. Ãðàô ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äèàãðàììó, ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê (âåðøèí) è ñîåäèíÿ-
þùèõ èõ ëèíèé (ðåáåð). Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò îáúåê-
òàì, à ðåáðà îòðàæàþò íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó îáúåê-
òàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñòðóêòóðó äàííûõ.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä è ãðàôû â
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïåðåñåêàþòñÿ. Íàïðèìåð, ðÿä òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ãðàôû äëÿ âèçóà-
ëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ, à ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå òåîðèþ ãðàôîâ, â
ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîãî ïîäõîäà.

Ïðîñòðàíñòâåííûå ìîäåëè

Â îñíîâå ìîäåëè ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ ëåæèò ïîíÿ-
òèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïðîñòðàíñòâî íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè, â êîòîðîì îáúåêòû
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê òî÷êè. Îñè ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóþò
õàðàêòåðèñòèêàì îáúåêòîâ, à ïðîåêöèè òî÷åê íà îñè ïðîñòðàíñò-
âà − çíà÷åíèÿì õàðàêòåðèñòèê. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ
ìåòðèêà d

ij
, ò.å. ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé ïàðå òî÷åê i è j ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì
ìåæäó òî÷êàìè. Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äîëæíà îáëàäàòü ðÿäîì
ñâîéñòâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè àêñèîìàìè:

0 ≤ d
ii
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ij

d
ij
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Çàäà÷ó, ðåøàåìóþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîãîìåðíîãî øêàëèðî-
âàíèÿ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíà
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ìàòðèöà ðàçëè÷èé {δ
ij
} ìåæäó N îáúåêòàìè, ãäå ýëåìåíò ìàòðè-

öû δ
ij
 ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå ðàçëè÷èÿ ìåæäó îáúåêòàìè i è j. Íå-

îáõîäèìî íàéòè òàêèå îöåíêè êîîðäèíàò òî÷åê â íåêîòîðîì ïðîñò-
ðàíñòâå çàäàííîé ðàçìåðíîñòè R, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷-
êàìè {d

ij
} íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâîâàëè {δ

ij
} ïî íåêîòî-

ðîìó êðèòåðèþ, íàïðèìåð, ñóììå êâàäðàòîâ îøèáîê èëè ïðîöåíòó
îáúÿñíåííîé ìîäåëüþ äèñïåðñèè èñõîäíûõ äàííûõ.

Âûáîð ìåòðèêè
Âèä ìåòðèêè d

ij
 îïðåäåëÿåò ìåõàíèçì àãðåãèðîâàíèÿ èíäè-

âèäóàëüíûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ â îöåíêó ðàçëè÷èÿ
ìåæäó íèìè è íàðÿäó ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâàíèè ïðîñò-
ðàíñòâà õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì
ìîäåëè.

Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ñòåïåííàÿ ìåòðèêà
Ìèíêîâñêîãî, êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

.

1

1

pR

r

p

jririj xxd 



 −= ∑

=

Èçìåíÿÿ ïàðàìåòð p, ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî ìåòðèê ñ
ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ïðè p = 1 ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî ïðèíè-
ìàåò ñëåäóþùèé âèä:

.
1

∑
=

−=
R

r
jririj xxd

Ýòà ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ìåòðèêà. Àòòíèâ [3] ïðîäåìîíñòðèðîâàë, ÷òî ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ìåòðèêà àäåêâàòíà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îáúåêòû îïè-
ñûâàþòñÿ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðèçíàêîâ, õîðîøî ðàçëè÷è-
ìûõ ðåñïîíäåíòàìè, è îáúåêòû ìîãóò ñðàâíèâàòüñÿ íåçàâèñèìî
ïî êàæäîìó èç ýòèõ ïðèçíàêîâ.

Ïðè p = 2 ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî ïðèíèìàåò âèä õîðîøî èçâåñò-
íîé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ Åâêëèäà:
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.)(
1

2∑
=

−=
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r
jririj xxd

Â îòëè÷èå îò ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêè Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå
àäåêâàòíî â ñèòóàöèè, êîãäà ðåñïîíäåíòû íå â ñîñòîÿíèè ÷åòêî
âûäåëèòü êàêèå-òî êîíêðåòíûå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ è ñðàâ-
íèâàþò èõ êàê åäèíîå öåëîå [4].

Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà p õàðàêòåðèñòèêè, ïî êîòî-
ðûì îáúåêòû ðàçëè÷àþòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìî, íà÷èíàþò ïðèîáðåòàòü
áîëüøèé âåñ â èíòåãðàëüíîé îöåíêå áëèçîñòè [5]. Ïðåäåëüíûì ñëó÷à-
åì ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêà äîìèíèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåìàÿ ïðè p = ∞:

d
ij
 = max x

ir
 − x

jr
.

Ïîäîáíóþ ìåòðèêó ñëåäóåò ïðèìåíÿòü â ñëó÷àå, åñëè ïðè
ñðàâíåíèè äâóõ îáúåêòîâ îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òîé õà-
ðàêòåðèñòèêå, ïî êîòîðîé îáúåêòû ñèëüíåå âñåãî ðàçëè÷àþòñÿ [6].

Â ëèòåðàòóðå òàêæå âñòðå÷àþòñÿ ðàáîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì
äðóãèõ ìåòðèê. Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé Ðèìàíà [7]
õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ çðè-
òåëüíîãî âîñïðèÿòèÿ [8]. Êîêñ è Êîêñ [9] ïðåäëîæèëè ìîäåëü, â
êîòîðîé îáúåêòû ðàçìåùàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

Ïðè âûáîðå òîé èëè èíîé ìåòðèêè íåîáõîäèìî ðóêîâîäñòâî-
âàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèÿìè î ïðèðîäå îáúåêòîâ è ïðîöåññå, ñòîÿùèì
çà îöåíêàìè áëèçîñòè ìåæäó íèìè. Åñëè æå ïðåäïîëîæåíèÿ î
ìåõàíèçìå àãðåãèðîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ â îáùóþ îöåíêó
ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè îòñóòñòâóþò, òî Åâêëèäîâà ìåòðèêà ÿâëÿ-
åòñÿ ëó÷øèì âûáîðîì. Êðîìå òîãî, îíà äîïóñêàåò íåïîñðåäñòâåí-
íóþ èíòåðïðåòàöèþ è èíòóèòèâíî ïîíÿòíà [10].

Ìåòðè÷åñêîå ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå
Ôîðìàëüíàÿ çàäà÷à ïîèñêà êîîðäèíàò òî÷åê â Åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ïðè èçâåñòíîé ìàòðèöå ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè áûëà
ðåøåíà â ðàáîòå Þíãà è Õàóñõîëäåðà [11]. Òîðãåðñîí [12] èñïîëü-
çîâàë ïðåäëîæåííûé èìè ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è øêàëèðîâà-
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íèÿ, êîãäà îöåíêè ðàçëè÷èé ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè ðàññòîÿíè-
ÿì â Åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè:

δ
ij
 = d

ij
,

ãäå .)(
1

22 ∑
=

−=
R

r
jririj xxd

Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü æåñòêèì, ïîñêîëüêó
îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî îöåíêè ðàçëè÷èé ïîëó÷åíû ïî øêàëå îòíî-
øåíèé. Ìåíåå æåñòêîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé
ðàçëè÷èÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàññòîÿíèÿì ñ òî÷íîñòè äî íåêîòîðîé
àääèòèâíîé êîíñòàíòû:

δ
ij
 = d

ij
 + c.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îöåíêè ðàçëè÷èé ñäå-
ëàíû ïî èíòåðâàëüíîé øêàëå, â êîòîðîé íà÷àëî øêàëû íå çàäàíî.
Îäíèìè èç ïåðâûõ ïðîáëåìó îöåíêè àääèòèâíîé êîíñòàíòû çà-
òðîíóëè Ìåññèê è Àáåëüñîí [13]. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðî-
áëåìû áûëî ïðåäëîæåíî Ëèíãîñîì [14], à òàêæå Êàèëëèåçîì [15].

Ìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì Òîðãåðñîíà ñåé÷àñ èñïîëüçóåòñÿ â
íåìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ, îñíîâàí-
íûõ íà èòåðàòèâíûõ ïðîöåäóðàõ, äëÿ îöåíêè ñòàðòîâûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Íåìåòðè÷åñêîå ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå
Íàñòîÿùèì ïðîðûâîì â îáëàñòè ìåòîäîâ øêàëèðîâàíèÿ ñòàëî

ïîÿâëåíèå ìîäåëè íåìåòðè÷åñêîãî ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâà-
íèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíûå äàí-
íûå {δ

ij
} èçìåðåíû â ðàíãîâîé øêàëå. Ïîñêîëüêó çàäàí òîëüêî

ïîðÿäîê áëèçîñòåé, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó òàêèõ êîîðäèíàò,
÷òîáû ðàññòîÿíèÿ {d

ij
} ñîõðàíèëè òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è â èñõîä-

íûõ äàííûõ, ò.å.
d

ij
 ≅ f(δ

ij
),

ãäå f − ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. òàêàÿ, ÷òî δ
ij
 < δ

kl
 ⇒ f(δ

ij
) ≤ f(δ

kl
)

äëÿ âñåõ i, j, k, l).
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Ïåðâîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëà äàíî Øåïàðäîì [16;
17]. Â åãî àëãîðèòìå òî÷êè ñíà÷àëà ðàçìåùàëèñü â ïðîñòðàíñòâå
ðàçìåðíîñòüþ (N � 1), à çàòåì íà êàæäîì øàãå êîíôèãóðàöèÿ ïðî-
åêòèðîâàëàñü ñ íàèìåíüøèìè ïîòåðÿìè â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè.

Êðàñêàë [18; 19] ïðåäëîæèë èíîé, áîëåå ôîðìàëüíûé, àëãî-
ðèòì íåìåòðè÷åñêîãî ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò
ïîäõîäà Øåïàðäà àëãîðèòì Êðàñêàëà ðàçìåùàë òî÷êè â ïðîñòðàíñò-
âå çàäàííîé ðàçìåðíîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
íèìè íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâîâàëè èñõîäíûì äàííûì.
Ýòî äîñòèãàëîñü ïóòåì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ñîîòâåòñòâèÿ ìîäå-
ëè èñõîäíûì äàííûì. Îíà íàçâàíà Êðàñêàëîì STRESS (STandardize
REsidual Sum of Squares) è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

,

)ˆ(

STRESS

2/1

2

,

2
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=
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ij
ij
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ijij
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dd

ãäå }ˆ{ ijd  − ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, íàèáîëåå áëèçêàÿ ðàññòîÿ-
íèÿì {d

ij
} ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîðÿäîê }ˆ{ ijd  ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó

{δ
ij
}. Äëÿ íàõîæäåíèÿ }ˆ{ ijd  Êðàñêàëîì áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîöå-

äóðà, íàçâàííàÿ èì ìîíîòîííîé ðåãðåññèåé.
Ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ ðàáîòàìè Êðàñêàëà ñâîé âàðè-

àíò ðåøåíèÿ çàäà÷è íåìåòðè÷åñêîãî ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâà-
íèÿ ïðåäëîæèë Ãóòòìàí [20], íàçâàâ åãî àíàëèçîì ïðîñòðàíñòâ
íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (Smallest Space Analysis). Àëãîðèòì
ïîèñêà ðåøåíèÿ, ðàçðàáîòàííûé Ãóòòìàíîì, â öåëîì ïîõîæ íà àë-
ãîðèòì Êðàñêàëà çà èñêëþ÷åíèåì ðÿäà òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé.

Òåîðåòè÷åñêîå è ýìïèðè÷åñêîå ñðàâíåíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ
áûëî ïðîâåäåíî Ëèíãîñîì è Ðîñêàìîì [21].

Èíòåðåñíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ïðåäëîæèë Äæîíñîí [22]. Â
åãî ïîäõîäå èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâèÿ, êîòîðàÿ íå òðå-
áóåò âû÷èñëåíèÿ }ˆ{ ijd .
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Òàêàíå è äð. [23] ïðåäñòàâèë ôóíêöèþ, íàçâàííóþ SSTRESS
(Squared STRESS), îòëè÷àþùóþñÿ îò ôóíêöèè STRESS Êðàñêàëà
òåì, ÷òî â íåé ïðèìåíÿþòñÿ êâàäðàòû ðàññòîÿíèé. Èñïîëüçîâà-
íèå êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèÿ â ôóíêöèè SSTRESS ïîçâîëèëî çíà÷è-
òåëüíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåäóð ïîèñêà ðåøåíèé. Îä-
íàêî äàííûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ îöåíîê áëèçîñòåé, ïî-
ñêîëüêó áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ ïðèîáðåòàþò áîëüøèé âåñ.

Îáîáùåíèÿ ìîäåëè ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ
Ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ ïðåä-

ïîëàãàþò íàëè÷èå îäíîé ìàòðèöû ñõîäñòâà/ðàçëè÷èÿ. Îäíàêî ëþäè
ìîãóò ïî-ðàçíîìó îöåíèâàòü áëèçîñòè. Âñòàåò âîïðîñ, êàê äåéñò-
âîâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçíûõ ìàòðèö ñõîäñò-
âà/ðàçëè÷èÿ, äàííûõ ñóáúåêòàìè. Êîíå÷íî, ïîëó÷åííûå ìàòðèöû
ìîãóò áûòü àãðåãèðîâàíû â îäíó îáùóþ. Îäíàêî ïðè ýòîì òåðÿ-
åòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè îá èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåí-
íîñòÿõ âîñïðèÿòèÿ.

Ðåâîëþöèîííàÿ ìîäåëü èíäèâèäóàëüíîãî ìíîãîìåðíîãî
øêàëèðîâàíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Áëîêñîìîì [24], à òàêæå Êýð-
ðîëëîì è ×àíãîì [25], êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàðÿäó ñ îáùåé êàðòè-
íîé ïîëó÷àòü îöåíêè èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé. Â ðàìêàõ
ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ, ïî êîòîðûì
îöåíèâàþòñÿ áëèçîñòè îáúåêòîâ, íåîäèíàêîâî âàæíû äëÿ ðàçíûõ
ðåñïîíäåíòîâ, ò.å. ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

,)(
1

22 ∑
=

−=
R

r
jrirkrijk xxwd

ãäå w
kr
 − âåñ èëè âàæíîñòü ëàòåíòíîé õàðàêòåðèñòèêè r äëÿ ðåñïîí-

äåíòà k.
Ìåòîä èíäèâèäóàëüíîãî ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ äàåò

âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îáùåå ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ, à òàêæå
ïðîñòðàíñòâî èíäèâèäóàëüíûõ âåñîâ. Îáùåå ïðîñòðàíñòâî ïîçâî-
ëÿåò ðàññìîòðåòü ñòðóêòóðó äàííûõ â öåëîì. Èíäèâèäóàëüíûå
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âåñà ïîêàçûâàþò, íàñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ èíäèâèäóàëüíûå äàí-
íûå, è ðàçðåøàþò ðåêîíñòðóèðîâàòü èíäèâèäóàëüíûå ïðîñòðàíñò-
âà âîñïðèÿòèÿ èç îáùåãî.

Òàêåð [26], à òàêæå Êýððîëë è ×àíã [27] ïðåäëîæèëè îáîá-
ùåííóþ ìîäåëü èíäèâèäóàëüíîãî ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ.
Â ýòîé ìîäåëè èíäèâèäóàëüíûå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ íå
òîëüêî âåñàìè, íî è îðèåíòàöèåé îñåé.

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ìîäåëè

Ïðè àíàëèçå ìàòðèö áëèçîñòè èññëåäîâàòåëü äîëæåí âíèìà-
òåëüíî îòíîñèòüñÿ ê âûáîðó ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàê, îáäó-
ìûâàÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî ïðîñò-
ðàíñòâåííîãî ìåòîäà, îí äîëæåí ó÷èòûâàòü, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ
ïðåäïîëîæåíèå î íåïðåðûâíîñòè õàðàêòåðèñòèê, ëåæàùèõ â îñíîâå
ñóæäåíèé î ñõîäñòâå èëè ðàçëè÷èè, ìîæåò áûòü íåàäåêâàòíûì.
Íàïðèìåð, î áëèçîñòè ìîæíî ñóäèòü ïî òàêèì õàðàêòåðèñòèêàì,
êàê ïîë, íàöèîíàëüíîñòü, ïîëèòè÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ è ò.ï., êîòîðûå
åñòåñòâåííî ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ ïðèçíàêîâ.

Ìîäåëè Òâåðñêè
Òâåðñêè [28] ïðåäïîëîæèë ìîäåëü, â êîòîðîé ñõîäñòâî s

ij
 ìåæ-

äó îáúåêòàìè i è j ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ôóíêöèþ îò êîëè÷åñòâ
îáùèõ è ðàçëè÷íûõ ïðèçíàêîâ îáúåêòîâ.

Ïóñòü (f
i
 = {f

im
}) ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ ïðèçíàêîâ, õàðàêòå-

ðèçóþùèõ îáúåêò i, òàêîå, ÷òî f
im

 = 1, åñëè îáúåêò i îáëàäàåò
ïðèçíàêîì m, è f

im
 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îáîçíà÷èì (f

i
 ∩ f

j
)

êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ, ïðèñóùèõ îáîèì îáúåêòàì, èëè èõ îáùèå
ïðèçíàêè, à (f

i
 − f

j
) êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ, êîòîðûìè îáëàäàåò

îáúåêò i è íå îáëàäàåò îáúåêò j.
Áûëî ïðåäëîæåíî äâà âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ áëèçîñòè: êîíò-

ðàñòíàÿ ìîäåëü (contrast model):
)()()( ijjijiij gggs ffffff −β−−α−∩θ≅
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è ìîäåëü îòíîøåíèé (ratio model):

,
)()()(

)(

ijjiji

ji

ij ggg
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s
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ff

−β−−α−∩
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ãäå g − íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, θ, α è β − íåîòðèöàòåëüíûå
ïàðàìåòðû.

Èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè Òâåðñêè ïðîñòà: ÷åì áîëüøèì êîëè-
÷åñòâîì îáùèõ ïðèçíàêîâ è ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ
ïðèçíàêîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðà îáúåêòîâ, òåì áîëüøå ñõîäñòâî
ìåæäó íèìè.

Ìîäåëü Òâåðñêè îáîáùàåò è ïîäâîäèò òåîðåòè÷åñêóþ áàçó
ïîä äðóãèå ìîäåëè. Íàïðèìåð, ïðè α = β = 0 ïåðâàÿ èç ìîäåëåé
îáðàùàåòñÿ â ìîäåëü îáùèõ ïðèçíàêîâ, ëåæàùóþ â îñíîâå ìåòîäà
àääèòèâíîé êëàñòåðèçàöèè [29], à ïðè θ = 0 è α = β − â ìîäåëü
ðàçëè÷íûõ ïðèçíàêîâ [16].

Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ
Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèçíàêè íå

ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. îäèí è òîò æå îáúåêò íå ìîæåò îáëàäàòü äâó-
ìÿ ïðèçíàêàìè îäíîâðåìåííî. Ýòà ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò êëàñ-
ñèôèêàöèè îáúåêòîâ íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îäíîðîäíûõ êëàññîâ. Ïîä îäíîðîäíîñòüþ â îáùåì ñìûñëå ïîíè-
ìàåòñÿ, ÷òî îáúåêòû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó êëàññó, äîëæíû
áûòü áîëåå ñõîæè, ÷åì îáúåêòû èç ðàçíûõ êëàññîâ. Îäíàêî òàêîé
ïîäõîä íå âñåãäà îòâå÷àåò ðåàëüíîñòè.

Ïðèçíàêè ìîãóò îáðàçîâûâàòü èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Â
ýòîì ñëó÷àå ëþáûå äâà ïðèçíàêà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî îäèí
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî, ò.å. îáúåêòû, îáëàäàþ-
ùèå ïåðâûì ïðèçíàêîì, îáÿçàòåëüíî îáëàäàþò è âòîðûì. Íàïðè-
ìåð, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå ïðèçíàêîâ äðóã â äðóãà:
«æèâîòíûå» ⊃ «ìëåêîïèòàþùèå» ⊃ «ïðèìàòû» ⊃ «øèìïàíçå» (êàæ-
äûé øèìïàíçå ÿâëÿåòñÿ ïðèìàòîì, êàæäûé ïðèìàò � ìëåêîïèòàþ-
ùèì è ò.ä.). Èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
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íåñêîëüêî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïðîñòûõ ðàçáèåíèé. Òàê, äëÿ
êàæäîãî óðîâíÿ èåðàðõèè ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðî-
ñòîå ðàçáèåíèå îáúåêòîâ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû.

Â ìîäåëè èåðàðõè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îáúåêòû ìîæíî ðàçíåñòè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû íåñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè, ïðè÷åì ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðîñòûå ðàçáè-
åíèÿ èåðàðõè÷åñêè îðãàíèçîâàíû, ò.å. ëþáûå äâà êëàññà ëèáî íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí àãëîìåðàòèâíûé àëãîðèòì èåðàðõè-
÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà
ïåðâîì øàãå êàæäûé îáúåêò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðèâèàëüíûé
êëàñòåð. Çàòåì íàõîäèòñÿ ïàðà íàèáîëåå áëèçêèõ îáúåêòîâ. Ýòè
îáúåêòû îáúåäèíÿþòñÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íîâûé îáúåêò.
Âû÷èñëÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íîâûì îáúåêòîì è âñåìè îñòàëü-
íûìè îáúåêòàìè. Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ ñíîâà äî òåõ ïîð, ïîêà
âñå îáúåêòû íå áóäóò îáúåäèíåíû â îäèí êëàñòåð.

Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó àëãîðèòìàìè èåðàðõè÷åñêîãî êëàñ-
òåðíîãî àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó êëàñòåðîì è îáúåêòîì èëè ìåæäó äâóìÿ êëàñòåðàìè. Â ëèòå-
ðàòóðå ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëàñ-
òåðàìè [30]. Ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëàñòåðàìè
ïðèâîäÿò ê ðàçíûì ðåçóëüòàòàì, è ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ èåðàðõè÷åñêîãî êëàñòåðíîãî àíàëèçà.

Ïðîöåññ èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ äåíäðîãðàììû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ñïîñîáîì âèçóàëèçàöèè ñòðóêòóðû äàííûõ î áëèçîñòè.
Ýòîò ôàêò ñâÿçûâàåò èåðàðõè÷åñêóþ êëàñòåðèçàöèþ ñ ìîäåëÿìè
ãðàôîâ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ñòàòüè.

Àääèòèâíàÿ êëàñòåðèçàöèÿ
Øåïàðä è Àðàáüå [29] ïðåäëîæèëè ìîäåëü àääèòèâíîé êëàñ-

òåðèçàöèè, ãäå ñõîäñòâî ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñóììà âåñîâ èõ îáùèõ ïðèçíàêîâ:
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.
1

k

M

m
jmimmij cffws +≅ ∑

=

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì êîíòðàñòíîé ìîäåëè Òâåðñêè, ãäå α = β = 0, à g − àääè-
òèâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè Øåïàðä è Àðàáüå ïðåäëîæèëè
àëãîðèòì ADCLUS (ADditive CLUStering) [29], èäåÿ êîòîðîãî çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ îáúåêòîâ, ñ
ïîñëåäóþùåé îöåíêîé èõ âåñîâ è îòáðàñûâàíèåì òåõ ïîäìíîæåñòâ,
âåñà êîòîðûõ íèæå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ.

Áîëåå ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðèçíàêîâ è èõ âåñîâ áûë ïðåäëîæåí Ìèðêèíûì
è Òðîôèìîâûì, èçâåñòíûé â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå êàê êà÷åñò-
âåííûé ôàêòîðíûé àíàëèç [31]. Äàííûé àëãîðèòì, íàçâàííûé
ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñ÷åðïàíèÿ ìàòðèöû áëèçîñòè, ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâà îáúåêòîâ è ñîîòâåòñòâó-
þùèå âåñà [32].

Àðàáüå è Êýððîëë [33] ïðåäëîæèëè àëãîðèòì MAPCLUS
(MAthematical Programming CLUStering). Ýòîò àëãîðèòì ðàçìå-
ùàë îáúåêòû íà çàðàíåå çàäàííîå êîëè÷åñòâî ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ è îöåíèâàë èõ âåñà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åí-
íûå îöåíêè áëèçîñòè íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâîâàëè èñ-
õîäíûì äàííûì.

Êýððîëë è Àðàáüå [34] îáîáùèëè ìîäåëü ADCLUS äëÿ ñëó-
÷àÿ íåñêîëüêî ìàòðèö áëèçîñòè îäíîâðåìåííî, INDCLUS. Â ýòîé
ìîäåëè, àíàëîãè÷íî ìîäåëè èíäèâèäóàëüíîãî ìíîãîìåðíîãî øêà-
ëèðîâàíèÿ, îáúåêòû îáëàäàþò îäèíàêîâûìè îáùèìè ïðèçíàêà-
ìè, à èíäèâèäóàëüíûå ðàçëè÷èÿ ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàç-
íûõ çíà÷åíèé âåñîâ äëÿ êàæäîé ìàòðèöû k:

.
1

k

M

m
jmimkmijk cffws +≅ ∑

=

.
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Àääèòèâíàÿ êëàñòåðèçàöèÿ íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà
ñòðóêòóðó ïðèçíàêîâ è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåé ìîäåëüþ ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòðóêòóðå äàííûõ. Îòñóòñòâèå îãðàíè-
÷åíèé íà ìîäåëèðóåìóþ ñòðóêòóðó ïðèçíàêîâ ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî äëÿ îäíîé è òîé æå ìàòðèöû áëèçîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
íåñêîëüêî ðåøåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîðìàëüíûõ
ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà ìîäåëè.

Ãðàôû

Ãðàô ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà âåðøèí è ìíîæåñòâà îòðåçêîâ,
ñîåäèíÿþùèõ ýòè âåðøèíû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè ãðàôà.
Ãðàôû óäîáíî îòîáðàæàòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì, â êîòîðûõ âåð-
øèíû ïðåäñòàâëåíû òî÷êàìè, à ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå äâå âåðøè-
íû, � ëèíèÿìè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè.

Ñâÿçàííûì íàçûâàþò ãðàô, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí
ñóùåñòâóåò ïóòü, ïî êîòîðîìó ìîæíî ïîïàñòü èç îäíîé âåðøèíû
â äðóãóþ. Åñëè êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàíî íåêîòîðîå íåîòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî, òî òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì, à ñàìî
÷èñëî � äëèíîé ðåáðà. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ãðàôà
íàçûâàåòñÿ ñóììà äëèí ðåáåð, îáðàçóþùèõ ïóòü èç îäíîé âåðøè-
íû â äðóãóþ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàôîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû äàí-
íûõ î áëèçîñòè, âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì. Â êà-
÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè íà ãðàôå îáû÷íî ïðèìåíÿ-
åòñÿ ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå, ò.å. äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç
îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ. Ýòî ðàññòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé,
ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðÿåò ìåòðè÷åñêèì àêñèîìàì.

Äåðåâüÿ
Îñîáûì âèäîì ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿ. Äåðåâüÿìè íàçû-

âàþòñÿ ñâÿçàííûå ãðàôû, íå ñîäåðæàùèå öèêëîâ. Îòñóòñòâèå
öèêëîâ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê � âåðøèí ãðàôà �
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ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü, ïî êîòîðîìó ìîæíî ïîïàñòü èç
îäíîé òî÷êè â äðóãóþ. Îäíèì èç îñîáûõ âèäîâ äåðåâüåâ, êîòî-
ðûå ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ñîöèàëüíûõ íàóêàõ, ÿâ-
ëÿþòñÿ ãðàôû, â êîòîðûõ êðîìå âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåê-
òàì, ïðèñóòñòâóþò è äðóãèå âåðøèíû, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê êëàññû îáúåêòîâ.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîöåäóðà èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðè-
çàöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äåíäðîãðàìû èëè äåðåâà.
Äæîíñîí [35] îäèí èç ïåðâûõ, êòî ðàññìîòðåë ïðîöåññ èåðàðõè÷åñ-
êîé êëàñòåðèçàöèè êàê îòîáðàæåíèå èñõîäíîé ìàòðèöû áëèçîñòè â
ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé, óäîâëåòâîðÿþùåé òàê íàçûâàåìîìó
óëüòðàìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó1:

d
ij
 ≤ max(d

ik
,d

kj
).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò âñåõ îáúåê-
òîâ îäíîãî êëàñòåðà äî îáúåêòîâ äðóãîãî êëàñòåðà ðàâíû. Ïðè-
÷åì ìåæêëàññîâûå ðàññòîÿíèÿ âñåãäà áîëüøå âíóòðèêëàññîâûõ
ðàññòîÿíèé. Íàïðèìåð, ïóñòü îáúåêòû i è j ïðèíàäëåæàò îäíîìó
êëàññó, à îáúåêò k � äðóãîìó êëàññó, òîãäà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

d
ij
 ≤ d

ik
 = d

kj
.

Ñèòóàöèÿ, êîãäà
d

ij
 = d

ik
 = d

kj
.

îçíà÷àåò, ÷òî âñå òðè îáúåêòà i, j è k ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó.
Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

ìîäåëü óëüòðàìåòðè÷åñêîãî äåðåâà íå ó÷èòûâàåò âíóòðèêëàññî-
âûå ðàññòîÿíèÿ. Ýòî îãðàíè÷åíèå äîñòàòî÷íî æåñòêîå, ïîýòîìó
óëüòðàìåòðè÷åñêîå äåðåâî íå âñåãäà àäåêâàòíî ðåïðåçåíòèðóåò
ñòðóêòóðó èñõîäíûõ äàííûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðÿä àâòîðîâ ïðåäëî-
æèëè ìåíåå æåñòêóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ áûëà íàçâàíà ìîäåëüþ
àääèòèâíîãî äåðåâà [36].

1 Â ñâÿçè ñ ýòèì äåðåâüÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó íåðàâåíñòâó, íàçûâàþò óëüòðà-
ìåòðè÷åñêèìè äåðåâüÿìè.
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Ìîäåëü àääèòèâíîãî äåðåâà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî â ýòîì äå-
ðåâå êàæäîìó ðåáðó ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ëþ-
áîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ìåòðèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé
ìîäåëè, óäîâëåòâîðÿåò àääèòèâíîìó íåðàâåíñòâó [37], ò.å. ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ëþáûìè îáúåêòàìè i, j, k è l óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèþ:

(d
ij
 + d

kl
) ≤ max[(d

ik
 + d

jl
),(d

jk
 + d

il
)].

Óëüòðàìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿåò àääèòèâíî-
ìó, ïîýòîìó èåðàðõè÷åñêîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
àääèòèâíîãî äåðåâà [37]. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå îáúåêòà i, j, k è l,
òîãäà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñî-
îòíîøåíèþ

d
ij
 + d

kl
 ≤ d

ik
 + d

jl
 = d

jk
 + d

il
.

Ìîäåëü àääèòèâíîãî äåðåâà íàêëàäûâàåò ìåíåå æåñòêèå
îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó äàííûõ. Òàê, â îòëè÷èå îò óëüòðàìåò-
ðè÷åñêîãî äåðåâà, â ìîäåëè àääèòèâíîãî äåðåâà ñðåäíåå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè èç îäíîãî êëàññà äîëæíî áûòü ìåíüøå,
÷åì ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò íèõ äî îáúåêòà èç äðóãîãî êëàñòåðà.
Àääèòèâíîå äåðåâî àäåêâàòíî ïðåäñòàâëÿåò äàííûå ñ áîëåå îá-
ùåé ñòðóêòóðîé, ÷åì óëüòðàìåòðè÷åñêîå äåðåâî.

Íàèáîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ïîëó÷èë àëãîðèòì ADDTREE
(ADDitive TREE), ïðåäëîæåííûé Ñàòòàñîì è Òâåðñêè [36]. Àëãî-
ðèòì ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ ýòàïîâ: (1) ïîèñêà òîïîëîãèè äå-
ðåâà; (2) îöåíêè äëèí ðåáåð äåðåâà. Êàðòåð ðàçðàáîòàë ïðîãðàì-
ìó, ðåàëèçóþùóþ àëãîðèòì ADDTREE [38], à òàêæå ýôôåêòèâ-
íûé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ àëãîðèòì GTREE [39].

Êýððîëë è Ïðóæàíñêè [40] èñïîëüçîâàëè ìåòîä ÷åðåäóþùèõñÿ
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè àääèòèâíîãî äå-
ðåâà.

Äåñîåò [41] ïðåäëîæèë ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû ðàñ-
ñòîÿíèé {d

ij
}, íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöå

áëèçîñòè è óäîâëåòâîðÿþùåé óëüòðàìåòðè÷åñêîìó èëè àääèòèâ-
íîìó íåðàâåíñòâó. Ïîñëå òîãî, êàê ìàòðèöà {d

ij
} ïîëó÷åíà, íà åå
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îñíîâå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî àääèòèâíîå äåðåâî. Êðîìå òîãî,
ýòîò àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà ìàòðèö áëè-
çîñòè ñ ïðîïóùåííûìè äàííûìè [42].

Îáîáùåííûå ìîäåëè äåðåâüåâ
Îäíî èç íàïðàâëåíèé îáîáùåíèÿ ìîäåëåé äåðåâüåâ ïðåäñòàâ-

ëåíî ìîäåëÿìè, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü îáðàáàòûâàòü íå-
ñêîëüêî ìàòðèö áëèçîñòè, àíàëîãè÷íî ìîäåëè èíäèâèäóàëüíîãî
ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ. Êýððîëë è äð. [43] ïðåäëîæèëè ìî-
äåëü, ïîçâîëÿþùóþ âûÿâèòü îáùóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, à òàêæå
ïîëó÷èòü îöåíêè èíäèâèäóàëüíûõ ðàçëè÷èé çà ñ÷åò ââåäåíèÿ èí-
äèâèäóàëüíûõ âåñîâ äëÿ ðåáåð äåðåâà.

Äðóãîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ îáîáùåíèåì ìîäåëåé äåðåâüåâ
äëÿ àíàëèçà äàííûõ ñ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé. Êýððîëë è Ïðó-
æàíñêè [40] ïðåäñòàâèëè ìîäåëü ìíîæåñòâåííûõ äåðåâüåâ, èñ-
õîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî â îñíîâå äàííûõ î áëèçîñòè ìîæåò
ëåæàòü íå îäíà èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, à íåñêîëüêî. Ìîäåëü
èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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Êàðòåð è Òâåðñêè [44] ïðåäëîæèëè ðàñøèðåííóþ ìîäåëü
àääèòèâíîãî äåðåâà EXTREE. Â íåé èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
äîïîëíåíà íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì íåèåðàðõè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó èåðàðõè-
÷åñêè îðãàíèçîâàííûìè ïðèçíàêàìè.

Ñõîæóþ ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëü ïðåäëîæèëè
Ìàêàðåíêîâ è Ëåãåíäðå [45], ãäå ïåðåñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû êàê
äîïîëíèòåëüíûå ðåáðà ãðàôà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû äåðåâà.
Ëàïîíòå [46] ïðèâîäèò ïðèìåðû äðóãèõ ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà äàí-
íûõ ñ ïîäîáíîé ñòðóêòóðîé.
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Ñåòåâûå ìîäåëè
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîäåëè äåðåâüåâ õîðîøî îïèñûâàþò èñ-

õîäíûå äàííûå. Îäíàêî èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òîëüêî îäèí èç
âîçìîæíûõ è äîñòàòî÷íî æåñòêèé òèï ñòðóêòóð. Íå âñå ñòðóêòó-
ðû ìîãóò áûòü àäåêâàòíî ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé
äåðåâüåâ. Âñå ðàññìîòðåííîå âûøå ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêîé îáîáùèòü
èåðàðõè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ àíàëèçà áîëåå ñëîæíûõ ñòðóêòóð äàí-
íûõ, íî ýòè ìîäåëè âñå æå ïðåäïîëàãàþò, ÷òî â îñíîâå äàííûõ ëå-
æèò èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Ñåòåâûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ìîäå-
ëèðîâàòü äàííûå î áëèçîñòè ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ îáùåãî âèäà, êîòî-
ðûå, â îòëè÷èå îò ìîäåëåé äåðåâüåâ, äîïóñêàþò íàëè÷èå öèêëîâ.

Ëþáàÿ ìàòðèöà áëèçîñòè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìåòðè÷åñêèì
àêñèîìàì, ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ãðàôà, ò.å.
ãðàôà, â êîòîðîì êàæäàÿ ïàðà âåðøèí ñîåäèíåíà ðåáðîì. Ýòî íå
ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
àíàëèçà è âèçóàëèçàöèè äàííûõ î áëèçîñòè, ïîñêîëüêó ýòî àíàëî-
ãè÷íî ðàçìåùåíèþ N òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè (N � 1).
Êàê è â äðóãèõ ìåòîäàõ, çäåñü îäíà èç çàäà÷ � ïîëó÷åíèå íàèáî-
ëåå ïðîñòîé ìîäåëè, êîòîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàåò èñ-
õîäíûå äàííûå.

Â ïîñëåäíèå ãîäû îäíèì èç èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ íà-
ïðàâëåíèé ÿâëÿþòñÿ ñåòåâûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ãåîäåçè÷åñ-
êîé ìåòðèêå [47; 48]. Â âû÷èñëåíèè ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî òå ðåáðà, êîòîðûå îáðàçóþò êðàò÷àéøèé
ïóòü èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêëþ÷åíèå
îñòàëüíûõ ðåáåð íå ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ ðàññòîÿíèé ìåæäó
îáúåêòîì. Çàäà÷à àëãîðèòìîâ ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ìàêñèìàëü-
íî óïðîñòèòü ãðàô, èñêëþ÷èâ ýòè íåñóùåñòâåííûå ñ òî÷êè çðåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ ðåáðà. Îñíîâíûì êðèòåðèåì â äàííîì ñëó÷àå, êàê è â
äðóãèõ ìîäåëÿõ, ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìîäåëüíûõ ðàññòîÿíèé
èñõîäíûì äàííûì.
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Ãèáðèäíûå ìîäåëè

Îïèñàííûå âûøå ìîäåëè îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ î ñòðóêòóðå äàííûõ, è ìíîãèå àâòîðû ñêëîííû ðàññìàò-
ðèâàòü ýòè ìîäåëè íå êàê àëüòåðíàòèâíûå, à êàê äîïîëíÿþùèå
äðóã äðóãà, ìîòèâèðóÿ ýòî òåì, ÷òî èçó÷àåìûå ÿâëåíèÿ, êàê ïðà-
âèëî, ãîðàçäî áîëåå ñëîæíû, ÷åì ïðåäïîëàãàåò êàæäàÿ èç ìîäå-
ëåé â îòäåëüíîñòè [49]. Ïîýòîìó â ïîñëåäíèå ãîäû áûë ïðåäëî-
æåí ðÿä ïîõîäîâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ äîñòîèíñòâà ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ è íåïðîñòðàíñòâåííûõ ìîäåëåé.

Ðàññìàòðèâàÿ ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ, Òîðãåð-
ñîí [50] îòìåòèë, ÷òî âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà áëèçîñòü ìåæäó
îáúåêòàìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåïðåðûâíûìè ôàêòîðàìè, òàê è
äèñêðåòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Åñëè îáúåêòû ïðèíàäëåæàò ê q
íåïåðåñåêàþùèìñÿ îäíîðîäíûì êëàññàì, òî èõ ìîæíî èçîáðà-
çèòü êàê q òî÷åê â (q � 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íåïðåðûâíûå
ôàêòîðû â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ïðåäñòàâëåíû äîïîëíèòåëüíûìè
îñÿìè. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé èäåå, Äåãåðìàí [51] îäíèì èç ïåð-
âûõ ïðåäëîæèë ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ïîâîðà÷èâàåò èñõîäíîå R-ìåð-
íîå ïðîñòðàíñòâî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðâûå (q � 1) îñåé íàè-
ëó÷øèì îáðàçîì îòðàæàëè ìåæãðóïïîâûå ðàçëè÷èÿ äëÿ q ãðóïï,
ãäå q ≤ R. Ýòà çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å äèñêðèìèíàíòíîãî àíà-
ëèçà. Îñòàâøèåñÿ (R � q) îñåé ñîîòâåòñòâóþò ïîäïðîñòðàíñòâó
íåïðåðûâíûõ ôàêòîðîâ.

Êýððîëë è Ïðóæàíñêè [40] îáîáùèëè ìîäåëü ìíîæåñòâåííûõ
äåðåâüåâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ýòèìè æå òî÷êàìè.

Íàâàððî è Ëè [52] ïðåäëîæèë ìîäåëü, îáúåäèíÿþùóþ ìîäå-
ëè ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ è àääèòèâíîé êëàñòåðèçàöèè:
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×àòóðâåäè è Êýððîëë [53] íà îñíîâå ìîäåëåé INDSCAL è
INDCLUS ïðåäëîæèëè îáîáùåíèå ìîäåëè äëÿ íåñêîëüêèõ ìàò-
ðèö áëèçîñòè:
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***
Îïèñàííûå ìåòîäû àíàëèçà è âèçóàëèçàöèè ñòðóêòóðû äàí-

íûõ î áëèçîñòè ìåæäó îáúåêòàìè îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ î ñòðóêòóðå äàííûõ è íåðåäêî ìîãóò ïðèâîäèòü íà
ïðàêòèêå ê ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî êàæäûé èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ àêöåíòèðóåò
ðàçëè÷íûå àñïåêòû ñòðóêòóðû äàííûõ.
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