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Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò òåìó, ïîñâÿùåííóþ ñâîéñòâàì óáûâàþùèõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (íà÷àëî ñì. â ¹11, [1]). Â íåé ïðèâîäÿòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè è ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ îäíîìåðíûõ ÷àñòîòíûõ ðàñïðåäåëåíèé,
ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå óáûâàþùèõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðåä-
ìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíîé ìîäàëüíîé
ãðóïïû, êîëè÷åñòâîì ãðàäàöèé ïðèçíàêà, âåëè÷èíîé àíòèìîäàëüíîé ãðóï-
ïû è ïðîïîðöèåé ìåæäó ÷àñòîòàìè â îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåëè÷èíà ìîäàëüíîé ãðóïïû, îäíîìåðíûå ÷àñòîòíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðîïîðöèÿ, óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå.

×àùå âñåãî èññëåäîâàòåëü ñòàëêèâàåòñÿ ñ óáûâàþùèìè ïîñë-
åäîâàòåëüíîñòÿìè ïðè àíàëèçå îäíîìåðíûõ ÷àñòîòíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóþùåé ñèëû ïðèçíàêîâ, óñòà-
íîâëåíèÿ õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ èëè íàõîæäåíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ
çàêîíîìåðíîñòåé ïîâåäåíèÿ ïðèçíàêîâ, â òîì ÷èñëå, ïîèñêà ñîöè-
àëüíûõ êîíñòàíò. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýòèõ ñëó÷àÿõ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ (îò íàèáîëüøåãî
çíà÷åíèÿ ê íàèìåíüøåìó) àáñîëþòíûå èëè îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû.
Âûÿâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé ìåæäó ïàðàìåòðàìè óáûâàþùèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîçâîëÿåò ñ íîâûõ ïîçèöèé ïîäîéòè ê àíàëèçó
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îäíîìåðíûõ ÷àñòîòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîñòðîå-
íèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîöèàëüíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ.

Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ óáûâàþùèõ ÷èñëîâûõ ïîñëåä-
îâàòåëüíîñòåé â ñîöèîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ìîäóëüíàÿ òåîðèÿ ñîöèóìà,
â êîòîðîé äàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ñîöèàëüíûå ìîäóëè, âûïîëíÿþùèå îïðåäåëåííûå ôóíêöèè â
íåêîòîðîé ñîöèàëüíîé ñèñòåìå. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà îñîáîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äâóì ÷èñëîâûì õàðàêòåðèñòèêàì ñîöèàëüíîãî
ìîäóëÿ (óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè): ñðåäíåé ïðîïîðöèè
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Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷íîãî ìîäóëÿ ïðè 1>pr
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. Òàêæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

÷èñëà ÷àñòåé ìîäóëÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñóïåðãàðìîíè÷-
íûé ìîäóëü [2].

Â òî æå âðåìÿ îñòàëñÿ íå èçó÷åííûì õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ
âåëè÷èí M è pr äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåãàðìîíè÷íîãî ìîäóëÿ, â ÷àñò-
íîñòè, âîïðîñ î òîì, êàêîâà äîëæíà áûòü âåëè÷èíà ÷àñòåé ìîäó-
ëÿ, ÷òîáû ïðîïîðöèÿ áûëà íàèáîëüøåé ïðè ôèêñèðîâàííîì êîëè-
÷åñòâå ÷àñòåé è ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ. Â ñèëó áîëüøîé øèðîòû êëàññà
óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèå äàííîãî âîïðîñà áåç
íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà âåëè÷èíû ÷àñòåé ìîäóëÿ
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî òàêèå äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ äîëæíû íàêëàäûâàòü êàê ìîæíî ìåíüøå îãðàíè÷åíèé íà
õàðàêòåð óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Åñòåñòâåííûì �ìèíèìàëüíûì� îãðàíè÷åíèåì íà ñîöèàëüíûé
ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå ñíèçó âåëè÷èíû åãî íàèìåíüøåé ÷àñòè.
Ìîæíî óêàçàòü ðÿä ïðè÷èí ââåäåíèÿ èìåííî òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ. Âî-
ïåðâûõ, ïîòðåáíîñòü âî ââåäåíèè îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó
íàèìåíüøåé ÷àñòè âûòåêàåò èç ýìïèðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Òàê,
èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå À.À.Äàâûäîâûì, ïîêàçàëè, ÷òî â
ðåàëüíûõ ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ âåëè÷èíà ïðîïîðöèè íàèáîëåå ÷àñòî
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 1,236 - 2,237 [3]. Àâòîðîì äàííîé ñòàòüè áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîöèàëüíûõ ïîêàçàòåëåé â ñðåäíåì
80% çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ Ì çàêëþ÷åíî â èíòåðâàëå 1,5 - 2,5 [1].
Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ ñîöèàëüíûõ ìîäóëåé
âåëè÷èíà íàèìåíüøåé ÷àñòè, êàê ïðàâèëî, íå áûâàåò ìíîãî ìåíüøå
îñòàëüíûõ ÷àñòåé äàííîãî ìîäóëÿ (çäåñü ïîä òåðìèíîì �ìíîãî
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ìåíüøå� ìû ïîíèìàåì ðàçíèöó â 3 è áîëåå ïîðÿäêà). Îñîáî âûäåëèì,
÷òî íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ íàìè èññëåäîâàíèé ìîæíî âûäâè-
íóòü ãèïîòåçó î íàëè÷èè çàâèñèìîñòè ìåæäó pr è M. Âî-âòîðûõ, ïîä-
õîäÿ ê èçó÷åíèþ óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ òî÷êè çðåíèÿ
ôîðìàëüíîé ìàòåìàòèêè, îòìåòèì, ÷òî åñëè íå îãðàíè÷èâàòü ñíèçó
âåëè÷èíó íàèìåíüøåé ÷àñòè ìîäóëÿ, òî òîãäà ýòó ÷àñòü ìîæíî ñêîëü
óãîäíî óìåíüøèòü, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîëü óãîäíî óâåëè÷èòü
ïðîïîðöèþ ïðè ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíå îñòàëüíûõ ÷àñòåé ìîäóëÿ è
ïîñòîÿííîì Ì. Â ñèëó ýòîãî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåëüçÿ ãîâîðèòü î
êàêîé-ëèáî çàâèñèìîñòè ìåæäó pr è M è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ
ïðîïîðöèè âîçíèêàåò òðèâèàëüíîå îãðàíè÷åíèå ∞=prmax .
Â-òðåòüèõ, ïåðâè÷íûé àíàëèç íåêîòîðîãî äèñêðåòíîãî èëè
íåïðåðûâíîãî ïðèçíàêà, èçìåðåííîãî ïî øêàëå âûøå ïîðÿäêîâîé, â
ñîöèîëîãèè òðàäèöèîííî íà÷èíàåòñÿ ñ ðàçáèåíèÿ åãî íà èíòåðâàëû,
äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî çíàòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äàííîãî ïðèçíàêà.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû ïðåäïîëàãàåì ôèêñèðî-
âàííûìè ÷èñëî ÷àñòåé ìîäóëÿ n, îáùåå ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ Se è
íèæíþþ ãðàíèöó âåëè÷èíû íàèìåíüøåé ÷àñòè ìîäóëÿ, êîòîðóþ
áóäåì îáîçíà÷àòü ε. Ïðè ýòîì òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ε > 0, ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ ñîöèàëüíûé ìîäóëü íå ìîæåò
èìåòü íóëåâûõ ÷àñòåé.

Îïðåäåëåíèå. Ìàêñèìàëüíûì ìîäóëåì áóäåì íàçûâàòü ìî-
äóëü, â êîòîðîì ðàçìåð ïåðâîé ÷àñòè ðàâåí Se-(n-1)ε, à âåëè÷èíà
âñåõ îñòàëüíûõ ÷àñòåé ðàâíà ε (ðèñ. 1 ).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ ðàâíî Se è ïåðâàÿ
÷àñòü ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëüøåé, íà âåëè÷èíó ε íàêëàäûâàåòñÿ îã-
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Ðèñ. 1. Âèä ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ ñëåäóåò,
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Çàìå÷àíèå 2. Ëþáîé ìîäóëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ÷àñòåé, ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåëè-

÷èíû pr è M ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 
1

1

−
=
M

pr .

Çàìå÷àíèå 3. Òàêæå ìàêñèìàëüíûì áóäåò ìîäóëü ñ ïðîèç-
âîëüíûì êîëè÷åñòâîì ÷àñòåé, â êîòîðîì âåëè÷èíû âñåõ ÷àñòåé
ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñåõ ìîäóëåé ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëîì ÷àñòåé,
÷èñëîì ýëåìåíòîâ è âåëè÷èíîé íàèìåíüøåé ÷àñòè ìàêñèìàëüíûé
ìîäóëü èìååò íàèáîëüøóþ ïðîïîðöèþ è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
îòíîøåíèÿ Ì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ïî èí-
äóêöèè. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü, â êîòîðîì îäíà èç
÷àñòåé, ðàâíûõ ε, óâåëè÷åíà íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó δ > 0 (ðèñ. 2).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óâåëè÷åíà
âòîðàÿ ÷àñòü ìîäóëÿ, ïîñêîëüêó ìû âñåãäà ìîæåì óïîðÿäî÷èòü
÷àñòè ìîäóëÿ ïî óáûâàíèþ. Â òî æå âðåìÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû óâå-
ëè÷åííàÿ ÷àñòü íå ñòàëà íàèáîëüøåé ÷àñòüþ ìîäóëÿ, íåîáõîäè-

ìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå δεδε −−−≤+ )1(nSe . Îò-
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Ðèñ. 2. Ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü ñ îäíîé óâåëè÷åííîé ÷àñòüþ.

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî max* prpr < . Ïðåäïîëîæèì ïðî-

òèâíîå, à èìåííî ÷òî max* prpr ≥ . Îòñþäà èìååì:
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Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ÷èñëèòåëü äàííîé äðîáè íå-
îòðèöàòåëåí:

0)1(
2 ≥−+− nSe εδδδ

Ñîêðàòèâ íà δ (ïî óñëîâèþ δ > 0), ïîëó÷èì:

0)1( ≥−+− nSe εδ
0)1( ≤−−− nSe εδ

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà åñòü ðàçìåð ïåðâîé ÷àñòè
ìîäóëÿ, íî ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåð ÷àñòè ìîäóëÿ ïîëîæèòåëåí.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, è ïðåäïîëîæåíèå î òîì,

÷òî max* prpr ≥ , ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

max* prpr < .

Íàìè äîêàçàíî, ÷òî max* prpr <  äëÿ óâåëè÷åíèÿ îäíîé ÷àñ-

òè ìîäóëÿ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå äîêàçàíî äëÿ
óâåëè÷åíèÿ k ÷àñòåé ìîäóëÿ è äîêàæåì åãî äëÿ óâåëè÷åíèÿ k+1
÷àñòè. Ïðè ýòîì äëÿ k äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ î÷åâèäíîå óñëîâèå
k ≤ n-2.

Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü, â êîòîðîì k+1 ÷àñòåé,
ðàâíûõ ε, óâåëè÷åíû íà íåêîòîðûå âåëè÷èíû

0
2 121 >≥≥≥≥−

+k

nSe δδδε
K  (ðèñ. 3). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óâåëè÷åíû ÷àñòè ñî 2-îé ïî k+2-óþ,
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òàê êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîïîðöèè ÷àñòè ìîäóëÿ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ
ïî óáûâàíèþ. Âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ Ì äëÿ äàííîãî ìîäóëÿ ðàâíà

max1

1

)1(

** M

nSe

Se
M

k

i

i

>
−−−

=
∑

+

=

δε .

Ðèñ. 3. Ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü ñ k+1 óâåëè÷åííîé ÷àñòüþ .

Ïðîïîðöèÿ òàêîãî ìîäóëÿ ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò ðàâíà
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n-k-2 ÷ëåíîâ
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Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ åñòü ïðîïîðöèÿ ìîäóëÿ, â
êîòîðîì óâåëè÷åíû k ÷àñòåé. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè çíà-

÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ìåíüøå maxpr :

≤





−

+
−

+
+

+
−

+
+

−
+< ++

+

1
1

1
**

1

1

1

1

max ε
δε

ε
δε

δε
δ

δε
δε kkk

k

k

n
prpr

â ñèëó óñëîâèÿ 0121 >≥≥≥ +kδδδ K

≤





−

+
−

+
+−

+
−

+≤ ++
1

1

1 11

max ε
δε

ε
δε

ε
δ

ε
δε kkkk

n
pr

max

11

max 1
1

1
pr

n
pr

kk =





−−

+
−

+≤ ++

ε
δ

ε
δε

.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü ñ 
n

Se=ε ,

òî åñòü ìîäóëü, â êîòîðîì âñå ÷àñòè ðàâíû. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ òàêîãî ìîäóëÿ ïðîïîðöèÿ áóäåò ðàâíà 1, à Ì áóäåò ðàâíî n.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ ïðîèçâîëüíûõ ìîäóëåé ñ îäèíàêîâûì
÷èñëîì ÷àñòåé çíà÷åíèå pr = 1 ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé âåëè-
÷èíû ïðîïîðöèè, à çíà÷åíèå M = n ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé
âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ Ì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé
ìîäóëü, â êîòîðîì âñå ÷àñòè ðàâíû, èìååò íàèìåíüøóþ ïðîïîð-
öèþ è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ Ì. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñè-
ìàëüíûé ìîäóëü â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ε îòâå÷àåò êàê íèæ-
íåé, òàê è âåðõíåé ãðàíèöàì äëÿ çíà÷åíèé pr è M.

Ñëåäñòâèå 2. Èç óñëîâèÿ nxxx ≥≥≥ K21  è äîêàçàòåëüñò-

âà òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (ìîäóëÿ) ïðè ni ≤≤1  âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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i

xinSe
x n

i

)( −−
≤ .

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ni =  äàííîå óñëîâèå èìååò âèä 
n

Se
xn ≤ .

Òàê êàê â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ x
n
 = ε, òî ìû ïîëó÷àåì

òî æå ñàìîå îãðàíè÷åíèå äëÿ âåëè÷èíû ε, êîòîðîå áûëî ââåäåíî
íàìè â îïðåäåëåíèè ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ èìååò ìåñòî ôîðìóëà

2)1(

1)1(

max

max

max +−−
+−

=
nnpr

npr
M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî

 
1

1

1max

max

max −
−

−
=

nM

M
pr . Òîãäà

2)1(

1)1(

1

1
1

1

1

max

max

max

max +−−
+−

=

−
+

−
=

nnpr

npr

n
pr

M

.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4
M

p
r

n=2

n=3

n=5

n=10

n=100

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ìåæäó M è pr äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ìîäóëåé ñ ðàçëè÷-

íûì ÷èñëîì ÷àñòåé n. Ñòðåëêà ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå óâåëè÷åíèÿ ε.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 ê îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ
âåëè÷èíû Ì è n äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäå-
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ëÿþò çíà÷åíèÿ pr è ε. Àíàëîãè÷íî pr è n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
Ì è ε. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
ìåæäó Ì è pr èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé âèä. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí õà-
ðàêòåð ýòîé çàâèñèìîñòè äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ÷àñòåé ìîäóëÿ.

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ìîäóëÿ ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì pr. Ïðè ýòîì íå ïðèíè-
ìàëèñü âî âíèìàíèå òå ýìïèðè÷åñêèå ôàêòû î äèàïàçîíàõ èçìå-
íåíèÿ pr è M, êîòîðûå áûëè îòìå÷åíû â íà÷àëå äàííîé ñòàòüè. Â
ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêîé âèä äîëæåí èìåòü
ìîäóëü äëÿ òîãî, ÷òîáû îí èìåë ìàêñèìàëüíóþ ïðîïîðöèþ ïðè
íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè Ì. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî ÷àñòåé ìîäóëÿ áîëüøå èëè ðàâíî 3, ïî-
ñêîëüêó â ñëó÷àå 2 ÷àñòåé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîäóëü äëÿ
êàæäîãî çíà÷åíèÿ Ì.

Çàäàíèå âåëè÷èíû Ì ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ âåëè÷èíû ïåð-
âîé ÷àñòè ìîäóëÿ, ïîñêîëüêó èç îïðåäåëåíèÿ Ì ñëåäóåò, ÷òî

M

Se
x =1 . Ïî òåîðåìå 1 ìîäóëü áóäåò èìåòü íàèáîëüøóþ ïðîïîð-

öèþ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí áóäåò ìàêñèìàëüíûì. Îäíàêî ìîäóëü
ñ ôèêñèðîâàííûì Ì áóäåò ìàêñèìàëüíûì òîëüêî òîãäà, êîãäà

ε)1(
max −−

==
nSe

Se
MM . Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì,

÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïîðöèÿ ìîäóëÿ ñ ôèêñèðîâàííûì Ì ïðè

maxMM ≠  áóäåò ñòðîãî ìåíüøå ïðîïîðöèè ìàêñèìàëüíîãî ìî-

äóëÿ ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè Se, n, ε (èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

âåëè÷èíû Ì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå maxMM ≥ ), è, ñëåäîâà-

òåëüíî, âèä òàêîãî ìîäóëÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé áóäåò îò-
ëè÷àòüñÿ îò âèäà ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ìàêñèìóì ïðîïîðöèè äîñòèãàåòñÿ â ñëó-

÷àå, êîãäà îòíîøåíèå 
2

1

x

x
 ìàêñèìàëüíî, à 11

3

2 === −

n

n

x

x

x

x
K . Íî

â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîïîðöèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò ïîïàðíûõ îòíî-
øåíèé ÷ëåíîâ ìîäóëÿ, òî òó æå âåëè÷èíó ïðîïîðöèè ìîæíî ïîëó-
÷èòü, ïîìåíÿâ ìåñòàìè ñëàãàåìûå. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî äëÿ
äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû îòíî-
øåíèå êàêèõ-ëèáî äâóõ ñîñåäíèõ ÷àñòåé äàííîãî ìîäóëÿ áûëî áû
êàê ìîæíî áîëüøå, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ïîïàðíûå
îòíîøåíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ ÷àñòåé ýòîãî ìîäóëÿ áóäóò áëèçêè ê
åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé áó-

äåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: äëÿ íåêîòîðîãî i, òàêîãî, ÷òî ni <≤1 ,

çíà÷åíèå 
1+i

i

x

x
 ìàêñèìàëüíî, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ

11

2

11

2

1 ≈≈≈≈≈≈ −

+

+−

n

n

i

i

i

i

x

x

x

x

x

x

x

x
KK . Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñèëó

çàäàíèÿ Ì èìååì ixx
M

Se ≈≈= K1 , à ε≈≈≈+ ni xx K1 . Ñèì-

âîë ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà èñïîëüçóåòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì Ì èìååì 
εM

Se

x

x

i

i =
+1

max , ïðè÷åì ìàêñèìóì äîñòè-

ãàåòñÿ ïðè åäèíñòâåííîì çíà÷åíèè ε äëÿ êàæäîãî Ì, â òî âðåìÿ
êàê íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êîíñòðóêöèè ìîäóëÿ ñ
ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ε. Îòìåòèì,
÷òî ñîçäàòü òàêîé ìîäóëü ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè â
çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû Ì. Êîíñòðóèðîâàíèå è òåñòèðîâàíèå
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìîäóëÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé îñóùå-
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ñòâëÿëîñü ïóòåì ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â
ïðîãðàììå Microsoft Excel, â êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ
ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè áûëî âûÿâëåíî îòñóòñòâèå äðó-
ãèõ âàðèàíòîâ ìîäóëÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé, êðîìå òåõ,
êîòîðûå áóäóò óêàçàíû íèæå.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

  { }öåëîånxnnx −≥= ,|min  - âåëè÷èíà �ïîòîëêà� x, òî åñòü

íàèìåíüøåãî öåëîãî ÷èñëà, áîëüøåãî èëè ðàâíîãî x;

  { }öåëîånxnnx −≤= ,|max - âåëè÷èíà �ïîëà� x, òî åñòü íàè-

áîëüøåãî öåëîãî ÷èñëà, ìåíüøåãî èëè ðàâíîãî x;
[x] - öåëàÿ ÷àñòü õ;

])[(

][ˆ
MnSe

MSe
M

−−
=

ε ;

   
   




<<−
≤≥−=

MMMïðèM

MMMïðèM
q

ˆ,1

ˆ,1
 ;

q

qn
M

Se
Se ε)1( −−−−

=∆ .

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿ âå-

ëè÷èí n, Se è Ì, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî 
1

0
−

−
<<

n
M

Se
Se

ε . Ïðè

ýòèõ óñëîâèÿõ áûëî íàéäåíî äâà âàðèàíòà ïîñòðîåíèÿ ìîäóëÿ ñ
ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé (ñì. ðèñ. 5 è ðèñ. 6).
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Ïðîïîðöèÿ ìîäóëÿ íà ðèñ. 5 áóäåò ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà
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1
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M

Se
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M

Se
q

n ε

ε

ε

Ðèñ. 5. Ïåðâûé âàðèàíò ìîäóëÿ ñ ìàêñèìàëüíîé
ïðîïîðöèåé ïðè çàäàííîì Ì.

Ðèñ. 6. Âòîðîé âàðèàíò ìîäóëÿ ñ ìàêñèìàëüíîé
ïðîïîðöèåé ïðè çàäàííîì Ì.
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Ìîäóëü íà ðèñ. 6 ñóùåñòâóåò, êîãäà nM < , Ì íå ÿâëÿåòñÿ
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íîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå äàííîãî âàðèàíòà ìîäóëÿ.
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Ýòî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ i-îé ÷àñòè âòîðîãî âàðèàíòà ìîäó-
ëÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé ïðè çàäàííîì 1+<< iMi . Íî â
ñëó÷àå 1+<< iMi  ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ][Mi = , â ðåçóëüòàòå
÷åãî íåðàâåíñòâî (4) ïðåîáðàçóåòñÿ â óñëîâèå (3) äëÿ èíòåðâàëîâ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé Ì. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé âàðèàíò ìîäóëÿ
ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé ìîæåò áûòü íàéäåí, èñõîäÿ èç îïðå-
äåëåíèÿ è ñâîéñòâ ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ.

Àíàëèç òîãî, êàêîé èç ýòèõ äâóõ âàðèàíòîâ ìîäóëåé è â êàêèõ
äèàïàçîíàõ Ì îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîïîðöèè,
áûë òàêæå îñóùåñòâëåí ñ ïîìîùüþ ðÿäà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàìì Microsoft Excel è Visual
Basic. Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ îïðåäåëÿëñÿ ìàêñèìóì ïðîïîðöèè
äëÿ äâóõ îïèñàííûõ âûøå âàðèàíòîâ ìîäóëåé ñ íàèáîëüøåé ïðî-
ïîðöèåé, ñîñòîÿùèõ èç 3, 4, 5, 6, 10 è 20 ÷ëåíîâ ïðè èçìåíåíèè Ì
îò 1 äî ÷èñëà ÷ëåíîâ ìîäóëÿ. Òàêæå áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, íàïðàâëåííûå íà íàõîæäåíèå âåëè÷èíû
ìèíèìàëüíîé ïðîïîðöèè äëÿ ìîäóëÿ ñ ôèêñèðîâàííûì Ì. Â ðå-
çóëüòàòå áûëî âûÿâëåíî, ÷òî âèä çàâèñèìîñòåé ìàêñèìóìà è
ìèíèìóìà ïðîïîðöèè îò çíà÷åíèÿ Ì ÿâëÿåòñÿ â áîëüøîé ñòåïåíè
èäåíòè÷íûì äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ÷àñòåé ìîäóëÿ (ðèñ. 7). Ïðè
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ñðàâíåíèè ðèñ. 7 è ðèñ. 8 õîðîøî âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå ÷èñëà ÷àñòåé
ìîäóëÿ ïðèâîäèò ëèøü ê èçìåíåíèþ êîëè÷åñòâà ñðåäíèõ ó÷àñò-
êîâ êðèâûõ ìàêñèìóìà ïðîïîðöèè, à ôîðìà êîíöåâûõ ó÷àñòêîâ
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ïîë-
íîå ñîâïàäåíèå òðåõ êðèâûõ íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ Ì âèä ëþáîãî ìîäóëÿ âåñüìà áëè-
çîê ê ìàêñèìàëüíîìó. Âîîáùå ãîâîðÿ, âñå ýòè êðèâûå áóäóò íà÷è-
íàòüñÿ â îäíîé òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè );( maxmax prM , ÷òî ïðèâî-
äèò ê ýêâèâàëåíòíîñòè íà÷àëüíûõ ó÷àñòêîâ ãðàôèêîâ íà ðèñ. 4 è
ðèñ. 7 è 8.
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Ìèíèìóì ïðîïîðöèè ïðè äàííîì Ì

Ðèñ. 7. Ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ
ïðîïîðöèè ïðè n = 5 è ε  = 0,01= 0,01= 0,01= 0,01= 0,01.

Ïîáî÷íûì, íî âàæíûì ñëåäñòâèåì âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ÿâèëîñü ñîçäàíèå ãðàôèêà äèàïàçîíà äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé ïðîïîðöèè ïðè çàäàííîì Ì (ðèñ. 9), êîòîðûé ïîçâîëÿåò
ïî çíà÷åíèþ Ì îöåíèâàòü âåëè÷èíó pr è íàîáîðîò. Ýòî äàåò âîç-
ìîæíîñòü ñîîòíåñòè ðåçóëüòàòû, íàêîïëåííûå ïðè èçó÷åíèè âåëè-
÷èíû ìîäàëüíîé ãðóïïû â îäíîìåðíûõ ÷àñòîòíûõ ðàñïðåäåëåíè-
ÿõ [1, 2], ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ ìîäóëüíîé òåî-
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ðèè ñîöèóìà [2, 3], â ÷àñòíîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, èñïîëüçîâàòü åå
îáúÿñíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòà-
öèè çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ Ì, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâåííî ðàñ-
øèðèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìîäóëüíîé òåîðèè, ïî-íîâîìó
ïîäîéäÿ ê âû÷èñëåíèþ è ìàòåìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåëè÷è-
íû ïðîïîðöèè.

Ðèñ. 8. Ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ
ïðîïîðöèè ïðè n = 20 è ε  = 0,01= 0,01= 0,01= 0,01= 0,01.
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Ðèñ. 9 óêàçûâàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ òðàêòîâêó óñòàíîâ-
ëåííîãî íàìè â [3] ýìïèðè÷åñêîãî ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ íèæíåé
ãðàíèöû çíà÷åíèÿ Ì, ðàâíîé 1,237. Ýòî ÷èñëî ïðèáëèæåííî ñîîò-
âåòñòâóåò ñðåäíåìó çíà÷åíèþ àáñöèññû ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
çàâèñèìîñòåé ïðîïîðöèè îò âåëè÷èíû Ì äëÿ 203 ≤≤ n . Òàêæå,
îñíîâûâàÿñü íà ðèñ. 9, ìîæíî ñ íîâûõ ïîçèöèé ïîäîéòè ê îáúÿñ-
íåíèþ îòìå÷åííîãî íàìè â [3] ÿâëåíèÿ íàèáîëåå ÷àñòîé
âñòðå÷àåìîñòè â ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ çíà÷åíèÿ Ì = 2, à èìåí-
íî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ Ì ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëåå øèðî-
êîìó äèàïàçîíó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïðîïîðöèè, òî åñòü äàííîå
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çíà÷åíèå Ì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íàèáîëüøèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ
è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü. Â ýòîé ñâÿçè
ñëåäóåò îòìåòèòü âîçðàñòàíèå âåëè÷èíû Ì, ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàêñèìàëüíîìó äèàïàçîíó pr, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÷àñòåé ìîäó-

ëÿ, ÷òî ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ ðèñ. 7 è ðèñ. 8.
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Ðèñ. 9. Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïðîïîðöèè ïðè n = 5 è ε = 0,01= 0,01= 0,01= 0,01= 0,01.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ñóùåñòâî-
âàíèè àíàëîãè÷íîé çàêîíîìåðíîñòè ïðè àíàëèçå ðåàëüíûõ ñîöèîëî-
ãè÷åñêèõ äàííûõ. Òàêæå âåñüìà âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäî-
âàíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîèñê ìîäóëåé, áëèçêèõ ê ìàêñèìàëüíûì, è
ìîäóëåé ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè Ì è pr, â ÷àñòíîñòè, îäíî-
ìåðíûõ ÷àñòîòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì
âûøåóêàçàííûì âàðèàíòàì ìîäóëåé ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîïîðöèåé
ïðè çàäàííîì Ì, ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ òîãî, äëÿ êàêèõ ñîöèàëüíûõ
ñèñòåì îíè õàðàêòåðíû.
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